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第 一 章 ”线性 距离 空间 


51 选择 公理 , 良 序 定理 ，Zorn 3|% 


我 们 就 知 数 学 归纳 法 , 它 是 关于 可 数 多 个 命题 ,或 者 涪 关 于 与 
自然 数 w 有 关 的 定理 PC#) 的 证 明 方 法 . 但 如 我 们 要 讨论 的 是 不 
可 数 个 命题 ， 那 怎么 办 电 9 设想 我 们 要 证 明 一 个 定理 P) 对 一 
Hla€. WE RE o 未 必 基 可 数 集 ， 我 们 就 需要 一 个 比 数 
学 归纳 法 更 一 般 的 方法 ， | 

BERA .er 中 任意 两 个 元 案 a,b 之 关 总 有 先后 次 序 ， 并且 

(1) E a dE 5 Uc. b TEASE a Z 2. 

Gi) Fa 在 6 之 先 , 台 又 在 5 之 先 , 则 4 在 5 之 先 。 

这 样 的 集合 ow HURAE., CFE 4 在 8 之 先 记 作 xh, 

裔 重要 的 是 我 们 还 时 常 要 求 .wv 是 良 序 的 , 即 

ey 的 任何 非 空 子 集 S“ 都 必 有 一 个 属于 2 的 最 

先 的 元 素 。 

HR S“ 一 wr， 则 良 序 集 24 便 总 有 最 先 的 元 吉 ， 这 个 元 素 记 dE 
ma 

定理 41.1 对 良 序 集 .wr , WE 

I° Pla) 为 真 , 这 里 m 是 o 中 最 先 的 元 素 。 

2° $i Pl) 对 一 茹 a, e, a8, 2 XE, Ul PCR) 亦 真 。 

那么 Pla) 对 一 切 = € o Vo ER. 

证 FERRA, MRG 9 — (a€.wP(a) 不 真 } 非 空 ， 
从 ow ERRI 2” 有 最 竺 的 元 素 awa 

Hi 19 有 ooe。 显 然 当 a Zaa, 有 时, Ple) 29. pH 2? 
便 知 Plas) 亦 真 ,这 与 as 97 FB. iEH. 

人 和 们 把 这 个 定理 叫做 超 限 归纳 法 。 


但 是 ， 是 否 拇 个 集合 部 能 赋予 一 个 先后 次 序 并 且 使 之 成 为 良 
FE 答案 是 肯定 的 ,这 叫做 请 序 定 理 . 它 可 以 用 所 谓 Zermelo 
的 选择 公理 米 证 明 ， (参见 [12] 第 14 3E, $7, EM 2) 

选择 公理 ik OV 一 (N) 是 一 个 非 空 集合 构成 的 族 , 则 必 存 
在 定义 存 .NY EBENE. Ei Ne BUE KN) € N. 

B. Russell 说 拇 很 条 意思 ,对 于 无 穷 多 双 驻 子 , 选 择 公理 显然 
是 对 的 。 例 如 ,我 们 可 以 说 都 远 取 右 脚 的 鞋子 .但 是 对 于 无 穷 多 双 
鱼子 呢 ? BPERRDURSD AT. 

选择 公理 远 不 如 欧 氏 几何 学 上 的 公理 那样 直观 ， 它 多 年 来 在 
数学 界 引 起 极 六 的 争论 ， 造 使 每 个 入 数 学 的 人 必须 对 它 表 六 。 由 
于 选择 公理 与 世 所 公认 的 公理 孙 统 Z P 既是 性 容 的 ,也 是 独立 的 ，; 
更 由 填补 有 选任 公 地 ,现今 泛 区 分 析 的 基石 ,如 Hahn-Banach 3E 
EB, Banach-Alaoglu 和 计 理 等 的 证 明 就 将 失去 了 依据 ( 参 必 [20])， 
所 以 我 们 承认 选择 公理 和 与 之 等 价 的 良 序 定理 以 及 下 文 的 Zorn 引 
理 .今后 在 需要 的 时 候 , 将 投 照 我 们 的 方便 而 随意 引用 其 中 一 个 。 

定义 1.4 X BGEGUUE AX, 如 四 在 某 些 对 元 素 (a0) 上 有 二 
元 关系 , 记 作 ab, EB EI: 

a—a:; 

荐 a boa, Uia = 5; 

die b B b<c, Dl] aes 
则 称 RT 技 照 美 系 < 为 部 分 有 序 的 ， 

例 1 GC 是 某 个 非 空 集合 E 之 一 切 于 集 的 集 各 。 定义 
AXB, ÆA, BEZ E ACB, BA 2 dE. 
应 该 指出 ,这 是 最 直观 ,但 也 是 最 典型 .最 常见 的 部 分 有 序 集 . 

定义 12 设 人 县 ”法 < 为 部 分 有 序 集 。 

G) 对 IER, TUE p< 32, dE z PIU) x € SX 
立 ; 则 称 ? 20 S” ELR. 

GD WEH DIETS 元 XX uy, 必定 有 x < y sË y 
x, R A Reth Hy. 

. 2 5 


(ii) m € X 称 为 7 ORG. DRA x € A 使 m<x, 则 
HA r= m. 

F2 对 复数 s= x + iy, w-—ucride, SE <e, 4 
xcaujlyee UD WESEÉmBISBAOCGHHBS. fusca. dd 
直线 则 是 完全 有 序 的 . 

定理 1.2 (Zorn 引 理 ,1935) iR AC 为 非 空 的 部 分 有 序 集 ， 
如 时 溉 ”的 任何 完全 有 序 的 子 集 部 有 一 个 上 算 在 统 B, Warm 
中 必 人 省 有 极 大 元 ， f 

可 以 证 明 Zora 引 理 和 选手 公理 是 等 价 的 ， 参 见 T411,P.5， 


$2 线性 空间 ，Hamel 基 


定义 2.1 设 X 是 非 空 符合,KK 是 数 域 (实数 域 或 挨 数 域 )。 如 
果 在 世上 定义 了 加 法 运算 ， 即 对 XX 中 每 对 元 素 x.y 部 对 应 区 中 一 
个 元 素 z, 有 几 z 一 + 十 了 表示 ;你 定义 了 数 乘 运算 , 即 对 每 个 数 a€ 
K 和 每 个 元 素 * 《三 都 对 应 天 由 一 个 元 素 w, E a = ax 表示 ; 而 
且 满 足 如 下 公设 ;: 

l. x + y — y + zx, 

2. x -+- (yz) = (x + y) + z. 

3. 义 中 存在 唯一 元 素 ,用 0 表示 ,使 对 每 个 xeX, 十 0 一 x， 
0 Sob X HER. | 

4. XP X ki esp s x, ATE € E — 76 X5. Hork R, EÈ 
x + (—x)— 0. 

5. ala + y) = ax t ay, 

6. (Ca + B)x = ax + fix, 

7. a(Bx) = Caf)». 

B. lx = x. 
这 里 x,y,z€ X, af € K. Wig X Fe Exe ISA 8 moo OCS 
为 复数 域 ) 或 实 ( 当 天 为 实数 域 ) 线 性 空间 。 通常 又 称 为 向 量 空 
税 , 室 间 中 的 元 素 又 称 为 向 量 或 点 ， 


今后 如 不 特别 指骨 ,，“ 线 性 空间 " 既 可 以 是 复 的 ， 亦 可 以 是 实 
的 ,其 中 的 " 数 ”a, 8 则 按 所 论 空 间 是 复 或 实 的 而 定 . 任何 复线 性 
空间 必然 也 是 实 钱 尾 空间 。 

容易 证 明 , 在 线性 空 向 蔷 中 对 所 有 向 局 * RI = 8548 

Ür = Ü, 

(—1)x = —x, 

zÜ = 0, 

TAERE, SARINE” 一 ”代替 x + (—y>, 不 难 证 明 下 述 
消去 律 在 线性 空间 藉 中 成 立 . 

zF y == x + z => y = z, 

ox = ay H a0 => x — y, 

ax = 8x ËB x >< 0 = = = 8. 

定义 2.2 灵性 空间 XX 中 的 一 个 非 空子 集 M 称 为 二 中 的 线性 
波形 ,如 果 对 任意 的 x，y& M 与 数 c, 部 有 rty, az € M. 

如 果 M 是 天 的 一 个 线 竹 流 形 ,不 难看 出 线性 空间 定义 中 的 八 
条 公设 在 闻 中 亦 成 立 , 因 此 M 本 身世 成 为 线性 空间 ， 蕊 的 线性 流 
形 称 为 嘉 的 ,如 果 它 不 是 全 空间 开 . 只 由 一 个 零 元 组 成 的 集 也 是 线 
ERE JOO PEZ E. 

设 xs". x, EARR RAX HHR 8 XC, movil a, En 
个 数 , 形 如 am 十 (+ 十 zx, 的 元 素 称 为 元 案 xi.c cc x, HIAR 
组 合 . i 

设 8 XSRUEZSIBIXHUIEXESEET M. 7648 S 中 元 袁 的 所 有 线 
性 组 合 的 集合 好 ， 易 见 它 是 导 的 一 个 线性 流 形 ， 称 为 由 3 张 成 的 
线性 流 形 , 记 为 M = 5p{5}。 容 易 验 证 下 述 论 断 为 真 ， 

(1) 村 是 并 中 人 包含 5 的 所 有 的 线性 流 形 的 交 ， 

(2) M E X ibt & s 的 最 小 线性 访 形 ， 即 如 果 和 N 是 于 中 包 合 
SHREE UNTE A M. 

北 性 空间 中 最 重要 的 概念 是 线性 相关 与 线性 无 关 , 

EZI ERUH PARRA t'at) 说 是 线 


* í a 


性 相关 的 , WR FETE ER oa， 使 me + - + 
az, 一 0。 符 则 ， 就 称 为 线性 无 关 的 ， 这 时 关系 em cec 
c,x. 一 0 葡 售 下 一 一 上 一 4 一 个 无 穷 的 向 量 集 合 S 称 为 
线性 无 关 的 ,如 昌 5 的 每 个 有 限 子 集 痢 是 线性 无 关 的 。 否则, 称 
为 线性 相关 的 。 — 

容易 者 出 , 包 售 一 个 线性 禄 关子 集 的 集合 一 定 线性 相关 ;线性 
无 关 集 一 定 不 包含 零 向 量 . 

EN 24 设 廿 是 线性 空间 ， 如 果 存 在 正 整 数 #, 使 及 包含 由 
n 个 向 恕 给 成 的 线 柱 无 关 集 ， 而 且 交 中 每 * 十 1 个 向 量 的 集合 者 
起 线性 租 关 的 , 则 臣 称 为 有 限 维 的 ;如 此 的 # 称 为 的 锥 数 ， 有 时 
记 恬 dim X = n. 

REHE ES EHER IATE, MEE RA 
不 是 有 限 维 的 ,就 称 为 无 罕 维 的 ,这 时 记 作 dimX = oo, 

正 芷 我 们 将 要 看 到 的 ， 在 巧 画 分 析 中 最 感 兴 趣 的 空间 是 无 私 
维 的 ,但 是 沙 碟 有 限 瞧 空间 孝 经 常 是 有 益 的 ， 

定义 2.5 线 狂 空间 XX 中 的 有 限 子 集 s 称 为 夸 的 基 , 如 果 S 是 
线性 无 关 的 ,而 卫 3 张 成 的 线性 流 形 就 是 整个 X, 

在 线性 代数 中 我 们 已 知道 ; 线 件 空间 六 是 # 维 的 ， 当 且 仪 当 
X #— H n 个 元 素 组 成 的 基 ，# 维 线性 空间 的 每 个 基 都 含有 ” 
TER. 

ARER [R] X IS EEXC— T £R EE TUE: M IRR. EH E B. 而 且 
dimM = dimX, 

参见 [23 ERE. 

定义 2.6 设 蕊 是 线性 空间 。 给 定 导 的 两 个 线性 流 形 M,N, 
SUI TBMA NXEIRPUBJÉRI m + w, m € M, n€ ZARY 
合 , 称 为 邓 与 如 的 和 。 如 果 还 有 MAN = {0}, PDM SN WE— 
公共 元 O, 则 以 MON 代替 M +N, SK20 M 15 N BJ E ESO. 

WE X = MON, HRM SNERRE IREE, NE - 
条 在 下 中 的 一 个 代数 衬 。 


定理 21 设 M,N 是 线性 空间 XX 的 线性 流 形 , 则 XX 一 M DN 
当 且 仅 当 对 每 个 x* € X EE REG 
(2.1) r= m+ n, m€ M, n€ N. 
证 假设 X — MON, WE z€ X |l oS 
` r m+ n, m € M, n€ N. 
如 果 又 有 m € M, n € N, 使 


x = sn, te 


MII 
m 十 n = m, d of 
从 而 
m — m = n, — n € M N. 
中 假设 MON 一 101, t 
f! — m, = n, — 8 = ü, 
RU mi = m, mn. 

反之 , 如 果 每 个 *& 多 有 形 如 《2.1) 的 唯一 表达 式 ， 则 X — 
M +N. 假如 x€ MON, Wl x 形 如 (2.1) 的 表达 式 为 
r= x+ 0 K x= Ü —+ x. 
根据 假设 表达 式 是 唯一 的 , 故 x 一 0。 从 而 MNN 一 {0}. EF. 

定理 22 如 果 X-MEN, WJ 

dimX = dim ij + dimN, 

AE o ARMUN S TEESE, I X JRTETCAS VERO e 
自然 成 立 ， 政 不 妨 设 对 入 都 基 有 限 维 的 . 

k {mottom} EMAR, {moct m) ENDOW. 因为 
X= M + N,ij {mm emn] EEX XDMaLN-— 
{0T 可知 {ms mimo iso n ) 线性 无 关 。 于 是 {aa，… mis 
m,tt,8] 是 无 的 一 个 基 ， 从 而 

dimX = ; + Á = dimM + dimN, 


£A XE SR EE Vx [RJ X ñ) [UU T ER PE PUE. M, EAEE M AE X p 
* 6 °. 


的 代数 补 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 需要 引进 Hamel HARR, 
定义 2.7 设 关 是 上 其 有 非 零 元 的 线性 空间 。 — XBUT RH EROS 
Xf) Hamel X, ¿rE 

G) HERE SRU; 

(i) 五 张 成 的 线性 流 形 是 整个 X, 

与 有 限 维 线 性 空间 的 基 不 和 辣 ，lHamel 基 的 存在 性 不 是 明显 
Ry. 

定理 2.3 设 并 是 线性 空间 , S 是 居中 线性 无 关子 集 ， 则 存在 
站 的 一 个 Hamel ZE H, fh SCH, 

证 dE F j X Rir # i S 之 钱 性 无 关子 集 的 族 , 则 SP 按 
集合 的 包含 关系 是 部 分 有 序 集 , 即 如 果 MIN € 7, H. MCN , W 
MIN, HPR P EISEN SEZ) mE SEES 的 完全 有 
序 子 集 , 则 色 , 中 所 有 集合 的 并 仍 是 系 中 包 舍 3 的 线性 无 关子 集 ， 
即 这 个 并 仍 在 Z 中 , 它 是 Z, DLK. 因此 s? 满足 Zorn 5# 
ETE. SES PHARA, W H. W) HS, 且 互 是 线性 无 关 
的 。 如 果 互 张 成 的 线性 疫 形 不 是 《, WFE X da G z, BAREH 
ERARE. XXFRH 15 r 的 并 仍 是 无 中 包 含 5 的 线性 无 关 
TE, HX] E BU FE. 这 和 五 是 F IRKTA. MAH 
张 成 的 线性 流 形 是 整个 X。 总 之 , 妞 就 是 工 的 Hamel dk. IË, 

由 这 个 定理 可 见 : ”任何 非 零 线性 空间 必 有 一 个 Hamel 基 . 
事实 上 ,假设 七 是 线性 空间 ,包含 非 零 元 x*,。 记 5 一 {a}, MSE 
X REKETE., HEM 2.3, 存在 久 的 一 个 Hamel dk. 

定理 2.4 j% ME kE B) X JER EC , 则 必 存 在 美的 线性 
PUE N, E X- MON. 

证 ”不 失 一 般 性 , 设 邓 是 苇 之 非 零 的 真 线性 旋 形 ,因为 好 本 身 
也 是 线性 空间 , 它 具 有 Hamel 基 H,, H, 也 是 蒜 的 线性 无 关子 集 ， 
由 定理 2、3, 存在 和 的 一 个 Hamel 4E H, È HDH. VENE B’ 
HNH, SE RRIS SR ME HUE U NREM eEG SS L. e 
z€ X, G EH doi bEZB ór fue] ELS A 中 元 的 线性 组 各 

. ? œ 


与 HNH, 中 元 的 线性 组 侣 之 和 ， 即 好 中 元 与 N 中 元 之 和 ， 所 以 
X- M +N. BE xeMÜON, WEE ys 二 后 月 的 
ty € HNH, DA 01, tt Gy fh PE fs 

x agn et og m Beo + Fir 


从 而 
am Tro + + aj; + C— Rv 十 … H CT Bv, — 0 
tisi t sijat tt’ € H ERREKA, C 
一 0 


即 * 一 0。 因 此 MON = {9}。 ER, 


$3 距离 空间 ,线性 距离 空间 


定义 31 车 人 梨 合 区 中 任意 两 个 元 素 *, ?都 对 应 于 一 个 实数 
d(z,y), Ë 

Gi) d(x,y) 220; d(x,y) 一 0 当 且 仅 当 x — s; 

(ii) d(x,y) = d(y,x); 

Gii) d(z,z) < d(x,y) + d(y,z), 
NZR X ARRE, DE X,d), TIER d(z,y) 29 z 53 y E BJBUJ B 
WE. ARER Gi) 为 三 角 不 等 式 . 

定义 32 设 距 离 空 间 《X .42 中 的 点 列 {xsjs-: 使 

lim d(x,, x) = ü, 


则 称 {ra} ta SEBEES d 收 敏 到 =, 并 记 作 c. me. 假如 不 致 引起 
mui IX ze — x, 

工 面 我 们 只 涉及 X 上 的 拓扑 ,一 般 在 泛 函 分 析 中 ,和 还 是 个 线 
性 空间 ， 有 必要 把 其 上 的 代数 与 拓 锌 结构 结合 起 来 。 这 就 导致 下 
面 很 自然 的 概念 。 

定义 3.3 设 钱 性 空间 和 上 还 赋 有 距离 必 *,，)， 住 得 元 素 的 
WEAR 4 所 确定 的 极限 是 连续 的 , 即 

Gi) Caps) — 0, d(y,,y) — Ü > dlan T Yne Hyd, 


. ë. 


Gi dir. r) — 0 = dax ar) 一 站 ， 对 任意 数 z€ K, 
(ii) e, — a,x € X = d(a,x sx) — 0, 
BB 2. £x PEZS E] X Xp 25 S& ERE BS =E [8] , 
下 面 我 们 看 一 些 线性 距离 空间 的 例子 ， 它 们 在 今后 会 经 常 通 
fij. 
Al 有 界 序 列 空间 《mm)。 
设 站 代表 所 有 的 有 界 数列 
x IN TESTES: Z 
即 对 每 个 x 一 iih FERA K. > 0. 使 得 对 所 有 了 lgl < K.. 
ERAT x = dj) HR j DER. 
设 x= {5} ， 7 一 (l BT X, a EREN 
z + y = (E; + h 
ax = lo5i}, 
alesy) = sup| S; — nil. 


不 难 验 证 dC, vH E SE X, X E WË LIVE Ez d Ruso PE Fe ay zs 
Bl. KPEE SIE RAA YHPREI SR, THE (m), A Rtt iCtE 
P. 

HW ra m (SPY, m 1.2... — (£L) BEC) 中 的 元 ,而 
H. d(x,, x) — 0, WE £ — 0, 存在 sQ ome), [EI slm 
时 ， 


d(z,, x) 7 supl EY — £j| < s. 


MH w Zu 各 时 ,对 一 切 j, 
|Ë 一 £il < s. 
反之 ,如 果 对 任 给 8 > 0, 在 在 ma nle) E n Z 和 时 ,对 一 
HJ j 
Hi 一 s | < e, 
则 
d(x,, 一 sup lgj” — ¿| <s, 


BD gx, x) — 0, 
EH JE RT HL 4: [B] Cm D n S c Sub E Rz n p n] — gir ir 
例 2 设 天 代表 所 有 收 全 数列 
x= {ES Si] 
出 对 每 个 x 一 (Gae X, mii FELA 

像 空 间 Cm) 一 样 定义 加 法 HERES d, AARE X NACH 
距离 d 的 线性 空间 , 称 为 收复 序列 宝 间 , 记 作 (Ce). 

易 见 (Ce) 是 (mr) 共 | 线性 流 形 , 而 且 距 离 的 定 尺 也 是 一 样 的 ， 因 
Jt Ce) ric eg gp Ri tie A6 Pe 5 Sc S. 

$35 KAART MHARA LL, 11, 

在 引进 这 个 空间 之 前 , 先 引进 本 质 上 确 界 的 慨 念 。 

设 C ELO, r] E Lebesgue 可 测 项 数 。 如 江 存 在 1{0,1] 的 一 
MEME TE E, CO ELO JNE 上 是 有 界 函 数 ， 则 称 上 是 
[0,1] EE BUS FESTE RE, E 

esssup TIEF inf 1 Sup. EOM! 
为 JG) 在 [0,11 上 的 本 质 上 确 界 ,这 里 mCED XR PS E BJ Lebe. 
sgue 测度 。 l 
iE X 138 [0.11 FE Pr K ERS AWARE. X SAC 

x — zG), y — yG) 看 作 全 相等 的 ,如 果 rG) — ya, a.e.. XIX 
中 的 两 个 元 x — xÇ), y — (OD, XEX 

(xz oy = x(D + s, 

(ax) = ax(r), t€ [0,11] 
BUZ AESA MWERA ROSE. F hi x RÓMERSEZXÓIRIDS XE 
X 


d(x,y) = esssup| xC) — xal. 


我 们 来 验证 它 满足 距离 公设 , 
GO) 显然 d(xz. y) = 0, 如 时 xD = y(z), 3.6. 如 由 定义 有 


+ I0 a 


d(z,y) 一 inf {sup le) — D1} = 0, 


Ryd [lk 
Wiss eia EJ ER EV 5, 存在 E,CÍI0,1], mCE,) = 0, B 
Sup le) 一 其他 | < 1/n. 


FE =|] E,, W| m(E)== 0. (i. 
sup (æl — yCO| < sup lelo — yG)] < 1/s, 
‘Ph 1p. 1E 


4 n — co, t HL 
sup lele) 一 y] = 0, 
fü. 1148 


TE rle) = y(2,a.e., Bl x — y, 
(ii) i rG), CO, 200 EDJE X (pop, 则 对 任意 8 > 0， 存 在 
[0,116 SE DUBESE Ei, Ej, 使 
sup deC) — yu < d(x, y) + 2/2, 
Deu TAE 
sup |y) — zle] < d(y,z) + ef2, 
lea NE 
4$ E, = EIU Ei, W| E, DÆ HFE. H 
sup |æ) — CD 


[9.11 


< sup |x() — yÇ | + sup iyl) — zlo 
SE, [o LAE, 


< sup jr) — yoj + sup [yG — z] 


maë! [on] NE} 
< d(z,y) + d(y,z) + e. 
从 而 
d(x,z)- inl sun IxCO — z} 


mEO [D.L 
= dlr, y) + d(y,x) + e, 
8 是 任意 的 ,让 
d(z,z) d(xz,y) + dC z), 


"lle 


Qi) 是 显然 的 。 总 之 , dO.) 是 一 个 距离 。 又 容易 验证 X 
中 加 法 和 数 乘 按 这 个 距离 d 是 连续 的 。 一 般 称 这 样 得 到 的 线性 距 
离 空 间 为 本 质 有 界 可 测 函 数 空间 , 记 作 L 50,1]， 

可 以 证 了 明 L [0.1] rico RE JUSP-RERE— SEC SE, 即 设 x C0, 
x(O€ L"[0,11, Wi 2(z,,x) 一 了 等 价 于 任 给 s > 0, 存在 为 一 
ms) 及 零 测度 集 E, 使 |z,G2— x1 二 5， 对 # 空 志和 所 有 
€ [0, 1]NE, CE 0,110], 8 17— 18 D. 

例 4 所 有 序列 空间 (9 l 

设 革 是 所 有 数列 的 集合 ， 如 果 < 一 (5). 7 一 (wb BTX, 
o 是 数 ,定义 


x + y — íš; + h 
Gx mT fasi, 
FX RRB MEM 


xen- $i usal 


Pel 2 工 十 |Ë; — wi |” 
显然 aC.) 满足 距离 公设 的 GO Gi), CO UEBER Gii), 
我 们 需要 一 个 不 等 式 : 对 任意 复数 a, b, 


la 3- 5| lal dėl 
3.1 =< + . 
G.D I+ la + ó| 1 十 jal 1 + || 


考虑 (0,.co ) 上 函数 
f) = 


i 
1 十 上 


我 们 有 


T a 
fo TET NU 


于 是 fC 是 (0,co 7 上 增 函 数 ， 因 为 
la+ b| < ial + Jó), 


*12* 


|a 3- 5| < aj + | b] 
1+ je 5| 1+ |a| + 15 上 


- la | 十 t! 
1+ lal + [5i I+ lai + lèl 
ael apl 
i jaj 1+ lbj 
AAC. E. 
假设 * (E y (nil, zx 一 {5} BET X, 则 由 不 等 式 
(3.1). 


r,z) 一 1 IE — yl 
alsz) E 1-- |Ë; — £i 


5J 性 一 | 一 下 p Im — i =al} 
> 2i TAPETY 1 十 Im — dl 


— S [5l c1 ig— 
> 1 + IE; — mi + 2 i+ PETN] 
一 d(x,y) + d(y,z). 
A dO, O 是 苇 上 距离。 容易 验证 和 中 加 法 和 数 飞 拨 上 述 定义 
的 距离 是 连续 的 。 这 样 得 到 的 线性 距离 空间 称 为 所 有 序列 空间 ， 
UOR 
ik x, = {EP} ECG), n= 1,2,-, a = EPEC) WÈ 
x, > xo 则 imgj® — àj P— 1.2,-... UU. FERTA 
i 及 6 > 0, 与 自然 数 的 序列 mri 使 
Ept — £j I ep &— 12， 
在 不 等 式 C3.1) 的 证 明 中 , FO 是 单调 递增 的 , 故 


ua — ü 


d LI > L 

DL T+ jmo — e 
l £8. 一 ... 
M l+ t bin 


EE 


这 与 donum) -> 0 FË, 
反之 , 若 a.u RBI 2c Ts, 易 证 {a.h ZE GO rh ik 
化 于 mm。 请 读者 把 这 当 习 题 来 做 。 
这 说 明 Cs) rice i P Hop aic ak. 
8/5 SiO co) c 
WX oi e EE lgl? < co 的 所 有 数列 x 一 [5 的 


i=] 
SEO. AUR r= (5). y = (n) BCT X, 定义 
x+ y = {+ ml, 
ax = (laii). 
WH: SP K a.b. 显然 
(3.2) la F bit Clai + jb 
= [2maxila|,|5[T]* 
RM 
ig EE E HEH X z cout VIS end RR—^MERIETEIHL, ME 
X 


d(x,y) ~ (> IE; 一 sit). 


易 见 它 满足 距离 公设 Ci, Gi), 利用 Minkowski 不 等 FA CE 
[6], 87 3E, 8 1, XE B. 4), 


rp > m 

(X la+ wi " «(2isr y + (2i!) , 
可 见 它 也 满足 距离 公设 Gii), 所 以 dC) 是 XX 上 的 距离 。 进 一 
Peai X ERLER d 的 线 福 距 离 空 间 , 称 为 空间 1, 

可 以 证 时 ,空间 天 的 序列 x, — (5/03, 0 — 1,2,- W qk F 
z= 18, M 

(D) £i" — En n— o0, WRA i, 

(2) 任 给 & > 0, 存在 N. = NACE), Ë > |f? |* < 6,8 


I=N +à 


+» 14 ° 


所 有 N > N. 和 所 有 n 

参见 [101, 第 22 页 . 

例 6 空间 L'fO,1]1CI < p < eo), 

B X füG3S BCE BR E AE f ixCO |^dr < oo RILO, 1] EST WEG 
BrO 的 集合 ， 这 样 的 G) AR% [0,1] E p SS 函数 。 设 
r= rle), y = yG) BUT X, E X 

(x + yya) = xl + yG), 
【ay 并 的 - axle), rE [0， 11, 
利用 不 等 式 (3.27 可 以 证 明和 是 线性 空间 。 又 定义 
aG,y) = (10 — Y0ttae Y , 
显然 它 满足 虐 离 公设 (iD ,Cii)。 由 Minkowski 不 等 式 ( 见 [61,28 
六 章 , 红 1 定理 4), WR pI l, x,y€5?[0,1]， 则 


vp vp 


[| ico yorar P < (P loras) 
* (Eit ) 


Bp. (Ci) 成立， 所 以 dC.) 是 多 上 距离 。 容 易 验 证 XX 是 赋 有 中 
= d 的 线性 距离 空间 , 称 为 室 间 L*[0,1]. 
iE z,G2), x(Q)€ L'[0,1], & — 1,2,:**， ME 


f Ix.) — xC) | dt — 0, 3 a 00, 


则 称 通 数列 {r} p BEXEXIMERECT. (2. 
显然 L^[0,1] rir Scb d P Wr SE ir at, 


$4 距离 空间 中 的 拓扑 ,可 分 宅 间 


定义 4.1 对 有 蝶 离 空间 《Xd)》， 
C1) B(x,, r2 iz € Xid(z, z) < ry (r > 0) KYA DJ a, 3 
iU. r 为 半径 的 球 。 


. 时 二 ` 


(C2) 及 中 的 点 上 集 口 称 为 开 的 ,和 如果 对 任何 ye O, 都 有 7 > 0, 
fi B(y,r)cO. _ 

(D 设 y € X, X BU F 3 U RR25 Y A, SUR r> 0, [E 
By, OCU, 

(4) 对 EC X, x, € XA ERIR A, mR E r > 0, 
XR BOn,r) fü T ECDAECT n 的 点 。 

(5) XrHBU S E FRAR, 2138 CAR RARE F 中。 

(6) 设 GC X, 点 x € X RA G PUP PA, E GE xs 的 邻 域 . 点 
集 避 的 内 点 全 体 称 为 6 的 内 部 ， 

定义 42 设 y 一 f(x) RO ERES EX, dy Sj EG BE Zx iH) 
CY, o) RR, f) = yoe WRA 如 的 任何 邻 域 ,都 有 x 的 
IR U no 使 fx) e V, M z€ U. 则 称 ftw) ZE z 处 连续 ， 如 
困 IG 在 关中 每 点 都 连续 ,就 称 1(x) RERA. 

定理 41 — Mp gs] (X, d 到 距离 空间 <Y ,p? 的 函数 f(x) 
是 连续 的 必须 且 只 须 对 Y 中 任何 开 集 O0. F£'COD SE X mar fs. 

JR f CO) 形 示 口 的 原 象 (+€ X:FfGe) € 0). 

证 设 1Cx) 连续 , O k Y hj, HERH x € P (0), Á 
有 一 (xo) € O, Hg y, ORR V,, 使 F, CO, 由 Fe #E x, #Ë 
. ER, u Ë xa RS S ILU, S fx) EV, Hx€U.. d U, C 
f'CV,)cF'*XO), BU £7^(05 J& X tnr t. 

反之 .年 给 x € X, FO) 一 va. Bt y, EER V, 不 
AREE, HURE Van ERF. HIRE f CV, 也 是 开 的 。 H 
€f (V,2, BUR x PIRR U po 使 U, Cf (V, D), FE € 
Fy 25$ EU., BIFE £E x EEE. E, | 

全 体 有 理 数 是 可 数 的 ,而 县 在 实数 轴 上 釉 密 ,这 给 我 们 研究 实 
数 时 带 来 许多 方便 ， 同 样 ， 实 数 轴 的 这 个 性 质 在 一 般 距 离 空 间 中 
的 推广 : 可 分 空间 概念 ， 也 使 我 们 能 够 在 空间 可 分 的 假设 下 比较 
容易 地 证 出 一 些 深 刻 的 结果 . 

定义 4.3 设 OX.d) BEAZ, TE SC X WoSXBET 


* Jó a 


集 ; 如 果 任 给 s > 0, 对 证 何 的 rE X, FED m € S, fE d( x n 
s, 

空间 匀称 为 可 盆 和 的, 如果 处 内 存在 一 个 可 数 的 称 密 案 。 

我 们 在 上 节 人 列举 的 许多 空间 都 是 可 分 的 ， 

例 1 ZA Rl 二 p< eo) nu. 

d 5, & IP en BUR RU 

{riyra o ra 0,0,--. 1 I 

的 元 罕 的 集合 ,其 中 # 是 任意 自然 数 ， riy 17 1.2, n, 是 任意 
有 理 数 。 则 S, 是 可 数 的 。 易 证 S, 在 实 空间 PP rn. 

Et B. Em s > 0, 对 任何 x 一 i5 €P.Ej, ] => 06,2,-5, 
是 实数 ,都 在 在 自然 数 a, 使 
Xs < z. 


三 然 可 选 有 理 数 Fj; j = 1.23.5, 使 
»5— ri « E, 
imi 2 


令 Xo 77 (nra 1 rV,0,0,* 4], ET x E 5, BR 


(d(x, x))' = 271 — nlt S dglt «sf. 
1-1 TIS 


以 而 
díx 3) < &. 
进而 还 可 以 证 明 复 空间 下 也 基 可 分 的 。 
例 2 空间 (s) 可 分 。 
像 例 1 一 样 , 令 S, 霄 未 所 有 形 如 
irri t 7 ETUI PERES 


RIRE er, HI] S, 可 数 。 为 证 朋 5 在 实 空间 (s) 内 稠密 ， 只 须 证 


明 任 给 x € (s), 存在 S, 中 元 列 (xps 使 zz. 由 前 节 例 4 
知道 ,这 等 价 于 对 所 有 的 i, x4 的 第 j 个 治标 收 化 于 * 的 第 j 个 举 
. [79 


标 ， 于 是 ， ik x 7 {EEr t Ey Y") € G2, 对 每 个 Ej, 我 们 可 
以 构造 一 个 有 理 数 列 {rV} 使 各 5. S R00. A 


x, = (Tibb rb ... r. 0.0, Y, 


[ni XL € Sos 而 且 x 9, 
进一步 可 以 证 明 复 空间 (5 是 可 分 的 。 
例 3 空间 Cm) 不 可 分 。 
令 


E,— ((E) € (m); 0 9. R Lj 1,2,-.-1. 

注意 E, Hš LE 对 应 着 [0,11 上 一 个 二 进位 小 数 , 据 此 可 建立 
E810, 11278] 1—1 WAS Z Sit E, PUEROS ce。 Ë R E, 内 
两 个 不 同 元 x 一 ih y wb. WR d(x.)— 1。 由 此 可 断 
JE (m) 是 不 可 分 的 。 

USE L, WME Cm) 内 存在 可 数 的 稠密 集 S, 以 5 中 每 个 元 为 
心 ,8 = 1/3 为 半径 作 球 ,，(m) 的 所 有 元 部 将 落 在 这 些 球 内 。 但 
这 些 球 是 可 数 的 ,于 是 不 可 数 集 中 至 少 有 两 个 不 同 元 *, y 落 在 
同一 球 内 。 设 该 球 球 心 为 z, MU 


l= a(x,9) < d(x,2)) + dCs | y) < 5 + i 一 L, 


FË. 
尽管 空间 (m) 不 可 分 ,但 可 以 证 天 ,作为 空间 (Co 的 线性 流 形 
《ec) 是 可 分 的 。 
利用 测度 论 上 的 ysan 定理 与 Weierstrass 双 近 定理 ,我 们 
还 可 以 证 明 空 间 Lf[0,1](1 p < co) 是 可 分 的 .参见 1L10]， 
第 47 IR) 


$5 完备 的 距离 空间 
定 久 51 dE ds 是 距离 空间 CX d) 中 的 序列 ,如 果 对 任 


AA 6 > 0, PH ET N, 使 
d(x, , x, ) «E, M Aam = N, 


* 18 < 


则 称 (eh 为 Cauchy 序列 . 

显 热 凡 收 敏 序列 都 是 Cauchy 序列 ,但 其 赣 不 嘉 , 例 如 全 休 有 
理 数 构成 的 距离 空间 中 就 有 不 收 人 证 的 Cauchy 序列 。 

定义 5S.2 yp] OX,d) 中 任何 Cauchy 序列 都 ug ee, 
FR CX, d’ 为 完 音 的 . 
回想 各 种 实 狼 能 定义 ， 其 精神 实质 无 非 就 是 把 有 理 数 集 加 以 
完备 化 而 已 。 只 有 对 于 完备 的 空间 ,极限 运算 才 好 自 利 在 进行 ,也 
才 有 可 能 用 上 经 典 分 析 的 技巧 HATRA. A AATE A 
空间 党 要 考虑 其 完备 狂 , 便 是 很 自然 的 事 了 ， 

以 下 县 看 两 个 最 常见 的 完备 空间 的 例子 ， 

例 1 CI0,1] 是 完备 空间 。 

cr0,I] 表示 [0,11 上 的 所 有 复 值 连续 函数 的 集合 ， 逐 点 定义 
DITE EVE ST 


(x + y2(D = x(D + y(D, 

(ax)(0 = ox(t2, rE [0,1], 

当 rl), yD 6 C[D,1], ae C, WE mF HER 
dlx, y) = max jeto — »yCOl. 


不 难 证 明 CT0,1] ERGEN d 的 线性 距离 空间 ， — 5 
SR ze [a]. 
下 面 证 明 C10,11 是 完备 的 ， 
i {rO hea 是 CL10,1] 中 的 Cauchy ÆR), WE e > 0, 
存在 启 然 数 N ,全 dx, x. <s, Hn, m ZEN, W 
(xu) 一 x,CO! < s, 353 nom 2 N, 0 < = 1, 
显然 对 每 个 re (0,11, (z,G212-. Uc, Bim z, (22 = 10, 
则 在 土 式 中 仿生 一 c2 可 得 
|z, — x(0| S 8, 05 n RN, 0 =: =< 1, 
这 表明 ix,CO ML f£EL0,11 E-— SCHOL ok Zl xC). d Eee PT HT 
s 195 


知 , zCO 也 是 [9,1] 上 连续 函数 ， 又 由 前 式 


d(x,,x) 一 max [eC — C) «e, 3 # > N, 


即 x xz。 故 C10.1] 是 完备 的 ， 

例 2 LOJO < poo) 是 完备 空间 ， 

我 们 只 讨论 1 < P< WE, XP 1 或 oo 情形 可 类 似 证 
Bh. 

设 (xmas EE LP[0,1] 中 的 Cauchy 序列 , 则 有 自然 数 Wi, 使 
当 f, f = N, 时 


dansin) < Ae 
AERE N, < N, 之-… <N. < ---, DU 


>: dry XN) < — = >, 


kai LL 


设 1< q < co, f btje 由 Hölder KER 


f zw (O) — za (Dl di 


< (fien co — ns Ora) (|a) 


— d xw, LL etus 


TR 
9 len — za OLI < D Gun < 0, 
ni 


No» |t + ~— EOD < o. 


žm] 


这 说 明 S lem (O — z G], Miti Dolen L (O 一 se] 在 


Y] k=] 


[0,11 LE JL khi SR, TE 


. 20 >- 


1-1 
lim xs (z) = zw (O + Em >; [zs +. CO 一 A 
e i^ f 


在 60,11 工 几乎 处 处 存在 。 设 . . 
lim zy; Cr) = <(z), a. 于 F0,1], 


则 zÇ) TJ. RS Farou 引 理 (参见 [6] ;第 五 章 ,45) 
人 mp 一 slra < lim (lest — xn COL tde 


: 1 
- lien [dira zw ) 1 =< Iw 


# za C) — xO EL*[0,11. BA xy,02€ L*[0,11, t L^[0,1] 
是 线性 空间 可 知 x(O € L'[0,1]. 
任 给 5 270, 由 (z,)7-, 是 Cauchy 序列 , 应 有 自然 数 M， 使 
d(xz,,r.) < 8, Àj n,m zx N. 
TREPERI K, 使 Ni >N, 5 £ > K, FE 
d(x,,xy,) < 8, 3 zn >N. & > K. 
根据 Fatou S[|#RB,35 m Z N 


[dCx,, z)]” 一 f |æ Ct) — afe) lede 
* lim NO 一 ap) | de 
4>» * 


- limi d x, , ey, )]* ex g?, 


i-e 
Hr. d(x,. x) — 0, S a —- co, E, 

ELSI XH BEES [RI (X45, 若 有 完备 的 距离 空间 “第 , oy, 
使 忒 等 距 于 IHASTE, NEERA T,X — X, 使 

d(x,y) — o(T(x),TC9)), Vx,y€ X, 

E TCOX) E X psi TRI X 为 下 入 完备 化 。 

定理 5.1 任何 距离 空间 都 存在 完备 化 。 

证 CRERRREREXIR] (Xd) 中 所 有 Cauchy 序列 的 集 台 记 作 区。 

. Zl. 


X hú ¿= {x} 与 了 一 h A 
Hmal ro, y.) = 0, 
则 称 占 与 ?相等 ,并 记 作 三 一 1 又 对 灸 中 任意 两 个 元 一 {a}, 
n = i». $E M 
pCE,n) == lim d Fas ys). 


因为 dr}, (y. 是 了 中 Cauchy 序列 ,不 难 证 明 {dlras ya) TT 是 
Cauchy WFL, Br E3RARIXIEYrPIERU. 假设 又 有 Cauchy Bz 
ix. iy.) Ee (bem dy M (xb dxbhidxl-— ix, 


Kj 
imd Cn, 21) = 0, 
bad, yas y.) — 9. 
利用 距离 公设 Gii), 
Ix. y.) = d(x.,x,) + d( x, 4 y.) 十 dy, y. Je 
于 是 


^ dmd(x,, y.) < limd(z,, y,). 


类 做 地 可 有 相反 的 不 等 式 ， 总 之 
lim d(x,, y.) mal imd x,, y»). 


这 说 明 ef D 不 依赖 于 表示 占 , 了 的 具体 Cauchy 序列 。 而 
oe, * ) 的 定义 是 完善 的 ， ! 
Bi ol," 潢 足 距 离 公设 中 的 G), Gi). 设 £= {ra}, 
a= {ya} Cm e X, W 
oge lim Ces, nu) 


=ç im d(zx,, Ya) + hmd(y,, E.) 


= ekg) + EROF . 
Bolno) tilia). mum. X ole, 
为 距离 空间 。 


本 zg 


sg XX ,a^ 3] (X o 的 映射 工 如 下 : 
TED = F {rattan Š x€ X. 
tye X, MJ TO = y—= yy nyeh TE 
pCT TOD = lim d(x, y) — d(x,y). 
所 以 T:xoBXRE—TGUBRM. 往 证 了 TCX》 在 久 中 称 密 。 it 
| 
ETDE TCX)， 对 任何 6 > 0, 因为 (2,1 是 六 中 Cauchy fE 
列 , 存 在 自然 数 N, 使 dix. xD < 8, MH n,m Z N. TE 
e(5,3,) 一 lim dent) < e, ¿£ >N. 


HE T(X) E X hRAGE. 
最 后 ,只 须 证 明 训 是 完备 的 。 设 h h: X ro Cauchy FE 
AAF TCX) E i pART EA En H E X, xm TOS) 


E CN En) < L, TE 


d(x,, xq) 一 pC XL XS) = pCx, 5.) 十 a( 6. ES) 十 FICEE 
=< 1 + pCES, £a) + L, 
" m 
由 此 可 见 {#。} EX Cauchy 序列, 记 一 (e). M| ze X. 而 
p(5,,5) =< o(5,, 9.) -- eG E) 
== 1 + limd(x,,x4) — 0, 
(85 ” 
省 * 一 ce。 BUX ESE RD, JH. 
设想 我 们 不 把 有 理 数 集 完 备 化 ,那么 像 所 一 2 一 0 这 类 方程 


就 没有 解 。 同 祥 ,如 果 不 把 某 些 诸 数 空间 完备 化 ,那么 许多 数理 广 
程 也 没有 解 。 例 如 ,对 该 动 方程 


" Ow a F, 
ðr 
(5.1) ux, yo2,0) = (2, 9, 2,0) = 0, 
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Ən ls 


这 里 $5 是 空间 区 域 怠 的 边界 。C. JL Co5omea Beg E LA) 
中 函数 Fis Fist tFn 使 


lim MIS F |'axdydz — 0, 
p 


[| — o, 


若 方程 
Au — en - Fis 


u( x. y, 2,0) — um xy, 2,0) 一 个， 


的 寻常 解 w 存在 ,使 得 
lim ||| ia — «hdrdydz = 0, 
k H . 
ERI ADEG DRT OX EE, du E q RLPR 3] 128 II LO) 的 
完备 性 或 Riesz-Fisher 定理 证 出 上 述 广 义 解 的 存 XE dE. CB 
[19], 第 XXII jf) 


$6 H X 性 


我 们 知道 
直线 上 每 个 有 模 的 无 窃 点 集 都 至 少 有 一 个 豪 点 ， 

这 是 古典 分 析 的 直 础 推广 到 一 般 距 离 空 间 ; 人 们 引进 下 列 概念 : 

XEX 6.1 EAZA HHR AMRA, RM HEt 
序列 都 含有 一 个 收 伍 的 子 序 列 【《 这 个 子 序 列 的 极限 来 必 这 在 对 
th), PD059200 3938259 BJ 20 5 3k. | 

3x RE Ee SZ == [RT rh dE RE ERE JU E 2. 

IIM, NERADI K, d> 中 的 集合 , s 为 给 定 正 数 。 im 
果 对 村 中 任何 一 点 x, 必 存 在 不 中 一 点 使 dier) «e, DER 
N E. M Ë) e-Bg. 
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3E. 6.2. 距离 空间 关中 的 和 集合 村 称 为 完全 有 界 的 ,如 果 对 人 性 
给 的 8 > 0, 总 存在 由 有 限 个 元 组 成 的 村 的 -网 。 

定理 6.1 在 中 离 空 间 了 中 , 列 紧 性 荐 信 完全 有 界 性 。 若 更 设 
芯 是 完备 的 , 则 列 紧 性 与 完全 有 界 性 等 价 ， 

证 设 时 是 苞 中 列 蜂 集 。 如 果 邓 不 是 完全 有 界 的 ， 则 必 存 在 
某 全 B > 0, 使 于 没有 只 包含 有 限 个 元 XE 的 e. MA m ERN 
z€ M, UFE nE M, di dans) >e. Hl, [n] 就 是 村 之 
ARRI eM. AE, AE r E M. 使 过 rt) m.;—1.2. 这 
个 步 骆 引 以 一 直 进 行 下 去 ， 这 样 我 们 得 到 MM 中 一 个 序 询 3, 
使 d(x..x.) 22 s,, Mim? n. 显然 {rehia BARRETTE, 
这 与 对 是 列 蜂 的 矛盾 ， | 

若 更 设 七 是 完备 的 , MEXER, {r} EM PHE 
一 序列 。 不 失 一 般 性 ,可 假定 drh 有 无 穷 多 个 元 。 取 定 一 个 正 
数列 {eiim 使 8:0。 由 假设 MM 的 6,- 网 只 包含 有 限 个 元 ,于 是 
存在 环 中 半径 为 e 的 球 B,, BBAT [emi BIA S47. dd 
S, = B, dixil. BU S, 是 {x 的 无 穷 子 集 。 又 好 的 es BUR 
包含 有 限 个 元 , 故 存 在 下 中 半径 为 e 的 球 B,, 包含 S, 中 无 穷 多 个 
75,4 S,- BJN 门 5,。 如 此 类 推 ,我 们 得 到 外 中 一 早 球 {384}?-1， 基 
半径 分 别 为 st 以 及 rsin 的 一 申 无 穷 子 集 (5411, 满足 

SSCB &—1,2,---. 
于 是 我 们 可 以 依次 选取 
zx, E S, La, E SM xu dern, 


X. € SN Ex. xus tt tulo E 
这 样 我 们 得 到 irs 的 一 个 子 序 列 lx. ya, IRR, x.€ 
B, 5j>k. TE 
d(x rn;) < Egs M5 j> k. 
因 e,W0, ATRL {rahia 是 Cauchy 序列 。 而 下 是 完备 的 ， 疏 
{raria SR. E 
定理 6.2 在 更 离 空 间 中 ,任何 完全 有 界 集 都 是 可 分 的 . 
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证 设计 是 距离 空间 (X, d) üy9u oa RR. 则 对 任 结 的 
e > 0, 可 以 取 M 的 有 限 子 集 作 为 村 的 se~- 网 。 事实 上 ,由 假设 存在 
M ËJ 512- 网 , 记 为 (yol ir. 任职 z € MN BC 2/2), & — 
1 B EIEMEBI e-BU, 


现在 ,对 每 个 自然 数 n, I$ NLCM 是 于 之 有 限 的 l-m. 令 


N= U Nas f 


INCM, 且 是 一 个 可 数 集 ， E s>0, x€ M , MAHR n, të 


+ < ë, É x,€ N,, 使 


d(x,, x) =< L ZÈ, 
n 


BI NICMCUMGE. H2. M Ru aH., EE. 

TA 63 JEE [B] PARAME RBD, Im REM HEF 
Eu IG IB TIE. 

定理 6.3 ”在 距离 空间 只 , 紧 性 与 自 列 紧 性 等 价 。 
.证 设 M 是 距离 空间 X 的 紧 子 集 ，!x.}-， 是 好 中 竺 一 序列 ， 
dE ixl 不 存在 收 黎 于 对 中 某 点 的 子 序列 ， 则 对 每 S £6 M, 
必 有 存在 d > 0, f£ BCG, 6:) 不 包含 rnk 中 异 于 二 的 点 。 F 
BU, FERT £e M, 在 点 的 任何 邻 瑾 中 都 包含 {r)i Ha SPE T E 
的 点 ,这 个 志恒 是 isi CBAXRTOOFGNBUISRRR. Su. m 
然 BCE,0,D 的 全 体形 成 好 的 一 个 开 暑 盖 ， 民 寻 第 紧 的 ， 必 存在 有 
限 子 履 盖 。 设 其 为 BCL.,O.0.-5.BCE,,94)0.. 根据 BC) 的 
选 到 ,每 个 最 多 只 包含 {r 中 一 个 点 。 于 是 {x,}3o 中 只有 有 
限 个 不 周 点 ,从 而 drh 有 上 收 普 于 时 中 某 点 的 子 序列 。 这 和 假设 
AF. WWM 3k EA 21 88 B, 

EZZ MÆTIR. HEH 6.1 K 6.2, M EL n] A ENM 
中 存在 可 数 稠密 地 集 Me 
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R Ghe ÉMP)—TOPHPEEE. 性 给 x€ M, VART Gas 
E rE Gu A G, 是 开 集 ,存在 9>0, 便 B(x,6)C-G,. H M, Æ 
好 的 稠密 子 集 , 故 存在 其 个 we M. EIER £0, f$ 
x€ B(x ,r)CB(x,8)C G,. 
SURE RUTAS EUER M. 的 元 为 心 ， 有 理 数 为 学 径 ， 而 且 包 含 于 其 个 
G. 内 的 球 的 全 体 ,它们 最多 是 可 煞 个 , 记 为 B, Bue. WAA 
T HERO IMS)—TOTÓE S. RIRE, LB. 中 必 有 有 限 个 


BT 对 。 若 不 然 , 对 每 个 自然 数 a, 部 存在 点 me NU 85i]. 
$1 


ELMJ& ELPLK S. Ce ze 中 存在 一 个 子 序 列 Gu Yee 收 伍 于 一 点 
„EM, JAE n 不 属于 任何 B,. 这 与 1B,}*-, 是 于 的 覆盖 矛盾 ， 
故 存在 (B.E 中 有 限 个 {8,,.… ,Bi} NET M. H B. 的 构造 
应 有 Gs me J, E G,OB,, ij —01,--s&k. FIG, G.) 
EMATER. UE. 

分 析 中 常用 到 一 种 被 称 为 对 角 线 方法 的 技巧 ， 它 是 征明 紧 性 
的 典型 方法 。 为 便于 今后 使 用 ,我 们 来 详细 地 介绍 这 种 方法 ， 

设 {arhe k= 1,2, ,是 一 串 有 界 数 列 。 则 对 每 个 太 , 由 
于 (sasa: 是 有 界 数列 , 必 有 一 个 收 化 于 序列 {aroxep}7 半 1 一般 说 
RERBA k, aO 是 不 同 的 自然 数 子 序列 。 对 角 线 方法 
就 是 要 对 所 有 k, 钱 到 一 个 共同 的 自然 数 子 序列 (CD. fiit 
对 每 个 k, {amo} ja 都 收效 ， 其 体 做 法 如 下 : l 

把 (alfa. K 1.2,..., ARRAES BE, BARA 
Us EIL 排 在 第 一 行 ,第 二 个 数列 (as 2a 排 在 第 二 行 , 依次 英 推 ， 
恒 有 有 


g qa dg Gu 
Ga Ga ün 82, 
85 dau y Tya 
gy, Gk; Bk LI 
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先 看 第 一 行 ， 由 于 {anhi ETRA, KAATE, 
la, msn 然后 再 看 第 二 行 的 子 序 列 {0 HL EUR EE 
RJ. HARTERA, 19 {oi PESE YT WJ Bx 
le, ML. nb EE RES oe ACT RA. in {44409} 六,。 如 
IERS E ZA, ETE] — HR W Sk 3k yU HERR 7523 J EE 


Sua) ha, uay 11 Gag ot^ 


Oy. fato UG 71 oO gn tt 
SG. Bie Can UO 177 saut 777 


^*^ obra 


Amin ind LE CTECH Tt d "tT 


AIMO LR — IER EC, 
对 应 地 ， 我 们 得 到 这 些 数 列 的 第 二 个 推 标 排 成 的 元 穷 方 阵 ， 
s(1) OD n3) con oe 
n(1) a2) mO) 7 mG) -e 
a0) mQ nm) c om) nne 


[I asr 


CD. É I dd ud Ue 

根据 前 而 的 选取 ， SHAH PER ER E dn 标 序 列 都 是 上 
面 一 行 的 指标 序列 的 子 序 列 ， 即 {mGa 是 {s Cih 的 子 
序列 ， 人 中， 是 nC 的 子 序 列 等 等 。 现在 我 们 把 上 
述 无 穷 方 阵 中 对 角 线 上 的 元 素 取 出 来 , 得 到 一 个 指标 序列 
(n (j), 这 就 是 我 们 要 找 的 户 然 数 的 子 序 列 , 使 对 每 个 4 
{omo Wia. BRE ,对 每 个 下 当 PREDA. UnGXE 
TREE {mD 的 子 序列 ， 从 而 {gp} 是 tasha BUT 
序列 。 而 ie4.«plea ERRAI, i {eha GENER. 

对 于 0,1] 上 的 一 族 连 线 闻 数 GF. FEES CL0,1 JZE 
中 的 一 个 点 集 ， 这 可 以 说 是 SG 的 几何 化 。 自 然 允 于 .多 我 们 就 
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mr- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一- -a 0 o —— 


E nj 
(6.1) JB qub E p| 8 ño . 

HR 多 是 列 紧 的 ， 则 多 EZAR, REE- AA 
界 , 即 存在 常数 K > 0, 使 

I2] < K, 对 一 切 5 0,1] 和 je 多， f 

任 给 s > 0, F 存在 有 限 的 s/13- 网 : fh. rufus EDITA 
BU fe 多 ,都 有 一 个 fl < K =< n.) 使 得 

otf,f1) < s/3, 

XE o(*,* E C[0,I] 上 的 距离 。 注意 FOOD. j. C 都 在 
[9,11 上 一 致 连续 ,因此 有 5 之 0, 使 

RO) — RODI e s/3, 8— H r, 'e [0, 1) B. | — 

?| <š RULES Es. 


于 是 对 性 给 的 fe 5 有 

HG") 一 其 

s FDOT FN + Do OO + I ~ HOD 

s eC ho + MG — CD! 十 eO 

< E] 3 + e/3 + ejà 

= E, 当 — Z| es 

这 导致 下 面 的 重要 概念 . 

3EX.6.4 设 入 是 一 族 从 《 苹 ,d? 到 <Y,p》 RSEN, now 
性 给 8 > 0, 都 存在 6 > 0, 使 得 对 一 著 1f&€《 贸 者 有 

eC GO. fix 2) m e, HB dier) < 6, 

则 称 .多 是 同等 连续 的 ， 

下 面 营 名 定理 回答 了 前 面 所 提问 题 (6.1)。 

ETH 6.4. (Arzelá-Ascoli, 1889) Z C C[0,1] EIRA 
须 且 只 须 F 是 一 至 有 和 界 而 且 向 等 连续 的 ， 

证 必要 性 已 见于 前 面 的 分 析 ,问题 只 在 于 充分 性 

设 {jj- 是 多 中 一 个 无 穿 序 列 。 因为 CL10,1] 中 元 列 
iT Waw apar {fhr *E[O.11 E— EXE SX. — 故 具 须 和 证 BÀ 
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存在 qm 的 基 个 子 序列 UST 在 [0,1 上 一 致 收 敏 。 
将 [0， 1 ] 中 全 本 有 理 数 排 成 序列 和 Ed $T»: 
方 阵 


hir. n.i 2 

由 假设 它们 是 一 致 有 界 的 , 根据 对 角 线 方法 有 子 序列 
feol) a 在 一 切 ri 1,2.-, 处 收效 ， 简 记 这 个 子 序 列 
» ifa Fens 

任 给 e 70, H Uo CO FS, 的 间 等 连续 性 ,有 2 > 0, 使 对 一 
Bi-il2,-.-., 

if. C) — fao < sf3, BI — | < a, 
RIP pai r jml, d, fü 


J 
[0,1]C U (r; 一 à,ri + 8). 
J-1 


因为 对 每 个 ns df uoCr EL Mes. TEFE N 一 N(s)， 对 每 
Timla, 
M auri) — fea ril < s/3, 5i, E >N, 
对 任何 £6 [0, 1 BER MEAS nG rm 1, RE Ier 之 ,从 而 
EPTO — fep | 
< | C) 一 Faora)! 十 Maori 
一 fakr) + EEFE. 一 Foc tt | 
< sf13 十 E13 十 513 一 56 Hi, k EN. 
这 说 骨 (f, CD Yen 在 [0,1] 上 一 致 收敛 。 H, 
RME R 中 的 紧 子 集 ， 对 在 村 上 连续 的 前 数 #,v EA EH 
离 为 
d(u,v) 一 max ue) =e 
MEREM LEARAER —R— FEE SS 空间 ， 记 fF 
CCM)。 应 该 指出 ,上 述 定 理 对 CCM ) 也 是 成 立 的 ， 
本 世纪 之 初 (大 约 1906 Æ), Fréchet 对 抽象 空间 引进 烈 紧 姓 
概念 后 ,很 快 就 被 P. More 用 于 单 揽 变 函 数论 ， 得 到 辉煌 的 成 
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就 . 即 后 来 所 谓 的 正常 函数 族 理论 ， 以 下 且 来 介绍 这 理论 中 一 个 
最 初 的 但 是 具有 代表 性 的 结果 。 

引 理 6.1. DICES M] SKIz:]z| 34. f GO 7 1,2, 7) 
是 五 内 解析 函数 , 目 {f.(s) Ez fE D EE — o8 ERO HIT T.C) as- 
£ {z h| m 2) 上 是 同等 连续 的 。 

证 XE |z | < 4, [xl < d, rft*#B8 E || 一 2d, 根据 
Cauchy 积分 公式 ， 


In) — fO] 一 | 2 yt . 
由 假设 存在 常数 > 0, 使 | 
[f.GO]| < K, WAE z€ D 55 n — V1.2,--.,. 
注意 CD, TB 


1 . K * 4=d | — I 
Tp Ži 5 


lf Cz) 一 COM = » 
- 


= Ki ul 
d 


Mmt e> 0, 

1 一 天 (az e Ja m] < ed/2K, 

这 里 gd/2KK t3 n 和 % X. 车 {hO k TE Glad < 21 EE 
AFER. EE, 

定理 6.5 CMontel Æ, 1907) 设 (FCD ARRA E 
-AFORRAR MUTE br 9 内 的 有 界 区 域 D( 即 
DARE DCO), 恒 有 子 序 列 (f. G0) EDERA. 

证 设 34 表示 从 如 到 上 2 的 边界 8.8 的 距离 , MU 2-0, 根据 
Heine-Borei PREE, AREA d 汐 半 径 的 小 国 域 Ki 1, 
-.-,) 完全 覆盖 了 五 。 HEBR, [GO 在 天 ,上 是 同等 
连续 的 。 根据 Arzeli-Ascoli ŒH, {a A T E 
(FOF BE CCKO LE TETIEIBCOR ZR BU. {fe GO Ne. fe K ET 
Eak. EAAS 6.1, (j. G0 Na PE K, 上 是 司 等 连续 的 ， 

* 时 e 


因此 有 子 序列 ， 不 妒 仍 记 作 (60s 它 在 E, 上， 从 而 亦 在 
K UK: 上 一 致 收 放 .经 过 有 限 次 轴 子 序列 手续 , 便 得 到 {fC}5.， 


的 于 序列 (P, G0 Ya Æ U K, bei REDL 


fk. TEE, 

有 人 说 :“ 在 19 REALE 20 世纪 初 ,发 现 了 分 析 的 几何 化 的 
新 送 河 一 一 即 阔 数 被 看 成 ‘函数’ 空间 中 的 点 或 向 盟 ” 见 [13]， 第 
2 页 )。Montel ZAER {e} 几何 化 以 后 ,研究 它 的 下 
要 几何 性 质 一 一 列 紧 性 而 有 的 结果 。 有 了 分 析 的 几何 化 才能 提出 
相应 的 几何 问题 ， 得 到 几何 的 结果 ， 然 后 又 自然 地 应 用 到 分 析 上 
zx. 


$7 线性 赋 范 空间 

定义 7.1 对 复 (或 实 ) DREZI X, SAMAXI RAMA 
xl, 使 

Gi) lel = 0; lel 一 0 当 且 仪 当 x = 0; 

Gi) lex] 一 jellel; 

Gii) |x + yi = lel + Byli 
这 里 x,y EX, aeC( 或 有 )， 则 称 无 为 复 ( 或 实 ) 线 性 赋 范 空间 , 记 
LECCESPME SUP ESSE M 

ml i205 R'ibeod BB, 4 CCO) 表示 4 上 一 切 复 值 
连续 函数 组 成 的 集合 ， 定 文 

Cx — r(@ + y, 
Cex) — axle), — Hi r€ 0, 

这 里 “是 常数 又 以 


lal 一 max E101 


作为 范 数 。 容 易 证 明 C( Q) EREM E. 
例 2 W CO, 1) 是 "有限 测 度 空间 , 即 “是 如 上 测度 ， m go 


s 32 °" 


可 以 吉成 O 一 u Ens 这 里 aL E) On 1,3,**« Sr] 
1 , 设 
L'C(O,u) = OMNCM < ol 


以 下 有 时 将 它 简 记 为 Le. 
根据 $3 中 不 等 式 (3.2) 可 见 ，L? 按 深 点 定义 的 加 法 和 数 乖 形 
RAREST. 注意 这 里 几乎 处 处 相等 的 函数 视 为 L” 中 同一 
个 元 素 。 
对 xG) € L’, 定义 
f . lu 
Izl 一 INFO TO | 


容易 验证 如 此 定义 的 小 1 满足 范 数 公 届 C. GO, AA Minko- 
wk 不 等 式 可 验证 它 也 满足 (让)， 于 是 L? 是 一 个 线性 赋 范 空 
B.E UE ED, H a m [0,1], s Æ Lebesgue WME Rt, L? 就 是 $3 
c8 6 H9 L'T0,1). 

例 3 在 例 2 中 ,特别 取 O — (1,2,- n.o. non) — 1, 
s= 1.2,---, Jj 


Lop fe u: D s.l < e), 
Fez RO dc | | 
isl = (Pei) x (sO. 


jx BREPERBS LICO, a) iB RE ALME RATS SED], BECIE P. TREA 
$3 rh# 5 89 P diii] — 4-2 IRI. 

例 4 fix 1 < p< co, xS riil r D — z: ix| < 1) 
ARRAS f RO < + < 1, + 


"At T [HU eere]. 
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设 Ht 表示 所 有 的 满足 条 件 
NP mitir] < oo 
且 在 单位 圆 盘 内 解析 的 函数 Pyme. K RYE SUPE 23. d 
所 Minkowski 不 等 式 , 当 fage H^, M) /— g€ H°, 所 以 H* 是 
REZE., MEN 
fl 一 Sup mul fir], M f€ H. 
易 证 它 满足 范 数 公设 ,从 而 H* 是 线 姓 赋 范 空间 . 
例 5 设 是 所 有 在 单位 贺 盘 只 内 有 界 的 解析 函数 的 集 
合 ; 逐 点 定义 加 车 和 数 冬运 算 , 又 定义 
BULL HO 


易 见 H^ 是 线性 赋 范 空间 。 
设 AD) 表示 在 呈 夫 解析 而 且 在 万 上 连续 的 函数 组 成 的 集 
A. RA H” 的 运算 和 范 数 ,ACD》 b ERREZI, wE H h 
的 线性 流 形 。 根据 解析 函数 的 最 大 借 原 理 和 了 在 DD 上 连续 , 可 知 
对 每 个 j€ AG), Kin AE 
[il = max|f G2]. 


TERMA 2x £g bi i st s TR] RU (er RH. Fe E 3: nk I. 
首先 ,对 线 柱 赋 范 空间 < 中 + >, ATA Fin SIERSIR 
d(x,y) — |x — yl, H x,y € X. 
Zr E Bi ,如 此 定义 的 C0. AEEA, XPENAH 
4 WOXEBRSARREEYERERBU. DD X d EEMRAEPBISTS]HL FEHER 
范 空 闻 中 序列 的 收 敏 就 有 意义 CAERE Sk RUM SE, BH 
limx, — x 指 的 是 | 
|z. 一 xi|—-0, 34 & — co, 

d EDS z, — x, 

SERT. 在 线性 赋 范 空间 多 中 , 范 数 1xl 是 xeX 的 连续 函 


证 设 {rha ERT, H 
|z, s du, — xil + lel 
和 
lal] < le, — xli + Ta, 
可 知 
Hx, — xdi em lx, — xl. 
因为 les — 3x9, 4x xl —m xl, Sis eo, MEER, 
XX 72 Wt TREE AR OG | - lo SITE WAS 
IRI Y ,| * lo BUPÉUECCHRIE D, 如 果 对 一 切 x. y € X SIX a, 8 H 
有 
T(ax + By) — aTx + BTy. 
则 称 工 为 从 多 到 了 的 线性 算 子 。 如 果 还 存在 常数 C > 0， 使 对 一 
HJ zE X BE 
li T ll, ER Clizxll, 
Mi TEREP WEC Z TARR TAR GE TU. 
^ ITI 一 „uR, JT zd. 
—— E, 它 的 性 质 要 整齐 得 多 .这 表现 
在 下 面 结 果 中 。 
定理 ?7.1 i X,Y 者 是 线性 赋 范 空间 , 了 是 从 X 到 Y 的 线性 
算 子 。 别 下 述 条 任 等 价 : 
(1) T ZE Xr HE LEE X, 
(2) T # X H Er A ES 
G) T EAR H. 
证 WX. YR lieh 
(3) 9 (2). HTAR, FERR C > 0, 使 
|Txl < Ciel, 5 x€ Xx, 
Hii x. € X, x— r" € X, TE 
(Ta — T| < Cle — xh. 
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KARTE r thE, 
(2) 中 《1) 是 显然 的 。 . 
(1) = (3). TTE nE XE, TJÉTETESB > 0,8 
Tx 一 Tl; = i, 当 ll 一 xl << à, 
性 给 z€ X, xx 0, ñ =” Ll x, HU 
lx 十 xy) 一 zolla - D xil, < 8, 


于 是 
ETa = WT(x + x) Talh i. 


因 = s, ik 


(Tal 一 de r. < xh 
Š 8 
取 C LL, m 
5 
ITx] =< Cx, 34 z€ X, 


ETEA RK uH. 
W X,v 都 基线 性 荆 范 空间 ， 了 是 从 半 到 YY 的 有 界线 性 算 子 ， 


i 

R(T)ËíÍy€ Y: 存在 x€ X, H y — Tx), 

称 为 工 的 值 域 。 如果 RCT) |= Y, WERT ESI, 

如 果 对 任何 的 yERCT), RKA WE—ñJx € X, (Ë y — Tz, 则 
TERHI Ak, TAEMA RCT) 到 XX 中 的 算 子 ; 

T y = <, 33 y = Tr, 

TC 称 为 工 的 道 算 子 。 TA T 也 是 线性 算 子 ,但 一 般 说 来 TOR 
UEA SN. 

WETHER H, KEHA, U T 是 以 Y 到 下 上 的 线性 算 
T, TO 还 是 育 界 的 , 称 补 十 有 界 可 道 的 ， 

$l6 i /G2e C[0,1], ES 


» 16 < 


a Do) Dd, c 0x x < 1, 


ATÆ Cio, 到 C10,11 中 的 有 界线 性 算 子 。 根据 数学 分 
析 知 识 容易 知道 ,T 的 值 域 为 
R(T)— {g:g € C[0,11 R. s(0) 一 Um 
而 且 了 是 单 射 的 , 当 ge ROT). 
(Tg = g e, 0 < r < 1, 
这 里 8 deg E BU SPE 2, f 
定义 7.3 线性 空间 XX 上 的 复 值 隔 数 J:X — C， 称 为 线性 泛 
函 ,如 昌 对 任意 x. y € X, $ o. B 38 
fCax + By) — af GO + 81G2. | 
TA REME ZH F ARHEIEPERRERMETGCOPSURRERTRUE. IX 
此 从 定理 7.1 npAp, #uEEBR0 AS IB] E£EUELZGRGEOH 5314 HX 当 
E EEK, 
引 理 71 P xz 是 线性 赋 范 空间 无 中 线性 无 洋 元 R, 
WE a> 0, 使 
lal lex ellari + + + oeurulls 
对 任意 的 数 oj, ; 一 Me 
证 x 


r = inf az 十 … 十 eux: Xs =a Ih 
i=1 
往 证 r> 0。 由 下 确 界 定义 ,有 
-= Sl br, 2s = 1, A= 1,2, 


i-t 


使 


| 一 >， 当 大 一 co。 
从 ias | & l, K = 1,2,-- j = l,-- n, TAFE (kYz-, 的 子 
列 IK H>, 使 


aP — fi x beo, j= lyon, 


LEE FE 


mE 
| £i! 十 … + 18. | = j, 
MAE x 一 x + +° + Box。 >e 0, EAR 
byu ri < Saft? — pillas 


$i 


可 见 yur, 从 而 xul o lel, 10r. FE 0<l=l r. 
取 一 小， 则 由 + 的 定义 ， 
1< alan t ol ll 1 
现在 ,对 一 般 的 不 全 为 0 的 《ms …vaw)， 我 们 有 
l< > rn 


UM EA 


j-1 


y 


由 此 立 见 引 理 成 立 。 证 毕 ， 
命题 72 X {ci,…,e,} 是 线性 赋 范 空间 XX 的 基 , 则 
yx — 5 ate — y = > ajé; 


imi i=] 
必须 且 只 须 


I limo; 一 aj, p= l;e 
4 
证 易 见 


y — y > Ca 一 aj)ejs & m 1,2, 70, 


iml 


由 引 理 7.1, 存在 正 数 a, IRA k, 
$5 laf? | lly — yl. 


3-1 
由 此 可 得 必要 性 。 
另外 ， 


iy, — Xl & Bla — m lleni 
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可 见 充 分 性 记 玻 立 。 汪 毕 。 

由 命题 7.2 可 见 ， 有 限 维 线性 走 范 空间 中 点 列 路 伍 等 价 于 PE 
坐标 收敛 。 

命题 ?1.3 任何 # 维 实 线 性 贼 范 空间 必 与 R*£EBEN GS JL i 
BR. 

证 XE nE, {etta} 是 美的 一 个 
AE. GA x € X, E ETE XGA 

x= hec b Eu, 

iE pjm 10,52, PEXU HR ittri ER XX 
到 R” 的 映射 7， i 

Tx = (Ë, 8.) H xm Enc --- + e. 
# UE T EREN., MA CERE SUR Y EPS T), CT SE IU Eq h A. 

极 据 引 理 7.1, 存在 a> 0, XU) Cs 777 ,6,2€ R°, 


A 0g < all? ell. 
imi f-1 


于 是 对 每 个 r= J snuex, 
I^^ 3 Ist (Sul) 


=< uS, gel - wx, 
f=1 


BH Tx) < all. 这 说 明 工 是 有 界 的 ， 根 据 定理 7.1, 了 是 连续 
的 。 
男 一 方面 ,对 任何 (š, "ttg EER”, x 一 >: žE X, H 
m 
Hiider 不 等 式 f 
se Disia (S ig Y (tsp 
ld « 21sitel«( 3157) (X tar) 


ui 
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-ÓX tal) Ord, 


这 里 (Elet) “是 与 * EAA. XNET SOGAR T 是 


FRR. MTER., rx c3 R* BIER. 证 毕 。 

命题 7.4 在 有 限 维 线性 赋 范 = 则 H, Bolzano-Weierstrass 
NR gg pur. 

证 设 (e.c. 6) RARE sk uya SIBI X 的 一 个 基 ， 
Ln mi >: aite € X, H. yai = M, k= 1,2, Ttg mG MEITE 


根据 引 理 71, FEER = fE 


Y ael < al D Pel — Jy.) < uM. 


i=l imt 


显然 可 有 (EM SUTHSU (nin SOAM jel, s, 
imat? — 8, 都 夺 在 。 由 命题 7.2， 


y, D>) fje; € X. 
J—1 


证 毕 。 

在 无 穷 维 的 线性 下 离 空间 中 ,一般 的 线性 流 形 未 必 是 闭 集 UT 
此 我 们 需 杰 下 面 的 概念 

EX 74 在 线性 距离 空间 中 , 闭 的 线性 流 形 称 为 子 空 间 ， 

定理 7.2 (Riem 31 理 ，1918) 设 MM 是 线性 赋 范 空间 XX 的 子 
ZH, B. M = X, WEE X RJ IE SE e — 1, 部 有 x€ X, 使 
jel — 1, E 


PCr MOS inf |z 一 xli =l — e, 
r€ H 


证 取 定 zs € XN\M， 因 为 MH 是 闭 的 ，plxo， M24 > 0, 对 
性 给 的 正 数 €< 1 5L m, H d 的 定义 ,存在 y,€ M, 使 


à 4 > 


d =< lx, — y, < d + ñ. 


^ 
- lo. fg 
a la, — yal (z, yo, 
则 x,e€ X. def 一 1， 县 对 任何 x< M, 
la — xl — lx — 52 
fz 一 yj 


— pmi Ms yale + ya) — ad 
!| ato 一 yol 


> d 
d +1 
= 1 — =e, 
Hog Ze D. EE. 1 
我 们 知道 ,在 有 隔 维 空间 R* 中， 以 原点 为 心 的 小 球 总 基 列 紧 
的 。 现 在 我 们 可 以 竹 到 ， 这 是 有 限 维 空 司 所 独 有 的 特性 ， 因 为 要 
据 Riez 引 吾 ， 对 性 何 线性 赋 范 空间 X. 2 j SR B = (z € X: 
lz] < rr > 0》 基 列 紧 的 , 则 XX 必 是 有 限 维 的 ，( 启 习题 11) 
在 对 中 ,我 们 已 经 着 重 指出 空间 完备 性 的 重要 意义 。 因 此 有 
必 贾 也 很 自然 地 要 研究 完备 的 线性 赋 范 == ja), 即 现今 通称 的 
Banach 室 间 。 这 很 早 就 出 现在 S. Banach 的 博士 论文 中 (1920 
年 ]， 虽 然 莽 不 多 同时 ， 还 有 另 一 些 人 也 独立 地 提出 了 这 个 概念 ， 
但 是 自 以 S. Banach 的 名 著 
Theorie des Operations Lineaires 
1932 年 出 版 以 后 ,人 们 鉴于 S. Banach 在 这 方面 的 全 面 而 且 重 要 
的 黄 献 ,恒通 称 这 类 空间 为 Banach 空间 . 它 在 众多 数学 分 支 中 经 
常 出现, 无 论 从 还 论 或 应 用 的 角度 来 看 , 它 都 基 非 常 重要 的 ， 


$8 天 空间 


在 40 年 代 中 期 也 前 ,证 图 分 析 学 家 的 兴趣 几乎 当中 在 线性 赋 
BAPAN. BEEREN SERNER (主要 来 自 广义 水 数 


1414. 


je Jia L. Schwartz 的 £^ 空间 等 ) TR RASEN), 本 节 将 要 
讲述 一 种 比 之 峰 范 空间 稍 广 的 空间 ， 

定义 8.1 复 ( 或 实 ) 线 性 空间 天 上 的 画 数 eX — [0, 00) 车 
RAEM: 

Gi) Vx,y € X elr + y) < O 十 po 《次 可 加 性 》 

Gi) V ¿e CG GE R),x€ X,o(2x) — jile, CER KE) 
则 称 e 是 区 上 的 一 个 举 范 数 . 

` 称 这 样 的 e 为 半 范 数 是 因为 内 eG 一 0 一 般 并 不 能 导出 
x = D, 

EM 82 设 [mher 是 线性 空间 及 上 的 一 族 尘 范 数 。 邵 果 
对 所 有 的 wE, p.) — 0 => x — 0, 
则 称 (o.)... 能 分 离 点 。 易 见 这 时 对 性 何 za 98 0, 必 有 o6 ow, 
使 os) == 0, 

设 [ehes 是 线性 空间 X 上 一 族 能 分 离 点 的 半 范 数 。 人 和 伴 
以 形 如 

N(a,,***,20,:8) 1x € Xio,; G) < sj p= d,en 
8058 A25 0 点 的 邻 域 基 ,其 中 e (5,--, 62, 8; 77 0, i= 1, 
ecyn, DAE f 
xz, + Nla "Gs; EIS € X; oux 7 z) < si irm 1,7} 
的 集合 为 *， 点 的 邻 域 基 ,这 样 就 由 [oeta 诱导 出 X B—^7MB 
了 扑 , 这 个 拓扑 称 为 由 半 范 数 族 lo, s 生成 的 ， 

定理 $.1 设 线 性 空间 上 的 拓扑 是 由 能 分 离 点 的 可 数 多 个 
半 范 数 (o. ].2. 生成 , 则 外 是 贱 性 距离 空间 . 

即 在 X 上 能 够 天 以 距离 ,使 之 成 为 线性 距离 空间 ,而 且 艾 按 这 
个 距离 产生 的 拓扑 与 X 上 原来 的 拓扑 即 (e.).2. ERRE 
一 致 的 。 

证 定义 

eG. DT 22; eE Mox, y X, 


+ 425 


容易 验证 e(t. 满足 距离 公设 ,而 且 和 按 训 是 线性 距离 空间 ， 
BARRER? 后 面 的 注 ， 下 面 只 须 证 明基 上 按 的 距离 拓扑 与 
{estaz 生成 的 拓扑 在 瑟 中 短 点 的 邻 域 基 等 价 ， 
设 z, € X, r. + Ne e) ERREFE x。 的 一 个 
Sii. = n, 84) 4 e = min(2757,---,277471,27 ^7!g,, 
* 2 i ig l, HHJ e 20, MBC, OAE X;p(z,x D < 81 E. 
ERIH x, BU— 4552, 3⁄6 ze BCe) olen) < =, 从 而 
1 ey x — x) 
2*i 1 + e,(x— x) 


S plr) Bo 一 上 
B 
exi 一 x) 
1 + s. (= — x) 
故 Pale x.) < 1, HH 


=. 1 
= 2 ig < x° 


1 Py) 
"C p. (z 一 X.) < = 2% Í + o, G — x) < 8 


从 而 
pa (r 一 x) < 2ta S ej m l,e, 
所 区 z€ x, 十 NOn, tenpe), B 
B(x,,8)C x, + N(mn,,- "ni €). 
BE. BCe) 是 z, 在 距离 拓扑 中 任 一 邻 域 。 注 意 在 在 


JEA E AEN, IB T x < n/2. 记 n= (m, na) n= 


n/4,i— 1 Bije, HNC,- Nn) ERREP x 的 
一 个 邻 域 . 当 rÉ x, + N(1,- `" ,N.;m), 


Pi — x) < nis] = 1,---.M, 


于 是 


一 l o pasa) 
eG. ze) Da Sh 


d 


Ne - 
<L- >) L 
sal 2 sr 
Ne 1 
< 21; ° n/# a2 
mit 
< n. 


可 见 xE B(z.,n), RI r - NO, 77 NC BCx,, 7). E, 
定义 83 WR X sesio EAS N, WAR X 为 F-=z 
间 。 
这 个 概念 始 见于 文献 28] 中 。 | 
例 1 koa R DFTE, XERAIS LERA 
《或 复 信 ?函数 的 集 台 , 逐 点 定义 加 法 和 数 乘 , 舅 见 天 是 一 个 线性 空 
H. HETER KC O, EX 
Pr (z) 一 max |G), , z€ X, 
A uwi X L-A AA. KAME {ox:KC 是 紧 集 } 
能 分 离 点 ， 生 成 了 X 上 一 个 拓扑 ， 当 天 被 凡 予 这 个 拓扑 时 得 到 的 
Hiha u xí RA ECO 表示 ， 我 们 证 明 (Qo W E Pm 
IN 
首先 , 设 {Ki} Š, i OKT EHI, 
K;Cint(K54),j 一 1,2: +., 


U int( K;) ad e, 


这 里 int(K,) ERAR K, 的 内 部 , AAPA Od ERAT KC PSD 
含 于 某 个 K, 中 ,于 是 €) 上 由 六 范 数 族 Uz; KC O 是 紧 集 } 
生成 的 拓扑 与 由 半 范 数 序列 {pgj} i>， 生成 的 拓 盾 相同 。 而 且 半 
范 数 序列 [eubb DEA, 根据 定 理 8.1. 6 00) 是 一 个 线性 距 
BE. 

Rok, HEU] (OQ) 荐 完备 的 ， 设 {r} 是 (Q) 中 
Cauchy E3), REE, E (0) 中 序列 (0.2. KAE Ur T 
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ix0).2, 在 a hD T Ebak, 于 是 对 每 个 紧 集 
KCM s 之 0， 存在 正 数 N, ë 5 K É s 有 关 , 使 

[x — x,CO| < 6, Š nom Z N ,: € K, 

由 此 可 见 ， 对 每 个 1E O, {r} m 是 Cauchy Fj, PS sx 
到 某 个 数 x CO, X PÉqRA 1 SüxE CT OQ KARAR 共和 ,在 上 述 不 等 
式 中 , 令 一 上 ,可 得 

[z,G) — xQ| == s, 74 nz N, iE K, 
这 表明 在 尺 上 {s0} EER z(y, d x€ @ (Q), DW 
为 iO 在 如 的 每 个 紧 子 集 K 上 一 臻 地政 敏 于 xtD， 政 按 
v (Q) Hh ix za KAF x. 

总 之 , CO) RAANEI F — s [Bl, 

例 2 为 介绍 空间 Ena), 需 先 引进 某 些 记号 ， 这 后 ,我们 
总 用 N RR” ARERR = Ured 的 集合 , I” 中 
每 个 元 称 为 司 指 标 。 一 个 重 指标 ¿— GL... 1》 的 阶 Il E OS 
lehnt tl 设 1 是 + 个 变量 加,…,#。 RAR H f 
至 少 有 1H 阶 连续 偏 导 数 , 我 们 沁 


8j E Bf 
aheratna" 
另外 ,我 们 还 采用 记号 


z — (tls) 
x! xt... xin. 
现在 , 设 包 是 R° HJ T E, m S PRR, Ww OE V EQ bos 
任意 5 Ne, |l < m, SP Ek 8 在 9 上 存在 且 连 续 的 实 依 ( 或 复 
EDAR 了 的 全 体形 成 的 线性 空间 X. DE A S T 3 K C 上 种 每 
TEMIR € N", || < m, 定义 £ 
oz (D) = sup| Ə'fG) 1, fex. 


窗 易 验证 pxi 是 区 上 一 个 半 范 数 。 由 半 范 数 族 dex; K C Q J S 

dk, ¿€ Nz, IS m) 生成 了 和 上 一 个 拓扑 ， 这 样 得 到 的 线性 fa 

TER, Ri "CQ 表示 。 可 以 证 明 CQ) 起 一 个 了 一 空间 . 
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Rp 1 一样, 选取 名 中 紧 子 集 序列 (Ki), RUBER SU 
lox P V.2,-.. T€ NS, ¿| < ml 生成 的 拓扑 与 vo) 上 
拓扑 相同 。 广 意 这 个 半 范 数 序列 分 离 点 ， 根 据 定理 SO, (Q) 
是 色 性 虐 离 空 间 ， 完 备 放 的 证 明 是 繁琐 的 例 行 手 续 , 我 们 采 去 .有 
兴趣 的 读者 可 参见 [291,P.136。 

例 3 SREZA SE) 

i XX R* 上 所 有 满足 如 下 条 件 的 无 穷 次 可 微 的 复 值 函数 
f 的 集合 

sup, Ira" < so, vimeE N*, 


按 逐 点 定义 的 加 法 和 数 乘 , 头 形 成 一 个 钱 性 空间 。 对 每 个 如 m € 
N*, 定义 
eiu Cf) 一 sup, | Of i), 当 fe x, 


容易 验证 prn 是 区 上 半 范 数 。 半 范 数 族 (osi me N") ERX E 
拓扑 ,所 得 到 的 线性 拓 护 空间 称 为 急 减 函数 空间 , 记 为 SA (Rt) .可 
以 证 明 它 是 一 个 F 一 空间 ， . 

首先 , 半 范 数 族 {onime NT) 是 可 数 的 , 易 见 它 分 离 点 , 根 
损 定理 8.1, 可 见 FR) 是 线性 臣 离 空间 。 下 面 只 须 证 明 它 是 完 
备 的 。 

设 Ua 是 R") 中 Cauchy 序列 , 于 是 按 每 个 半 范 数 om 
亦 是 Cauchy 序列 ， 即 对 每 个 4,me N" {IRGO} 在 Be 上 一 
致 地 收 伍 .因为 CC) 是 完备 的 (见习 题 8), 故 存在 p, € CORP), 
使 (x T7400) 在 Re ERKAT Gimle) I me N"。 如 果 
我 们 能 证 明 g 会 g,。 是 无 穷 次 可 微 的 ， 而且 gwt) 一 0720, 
那么 实际 上 我 们 就 证 明了 ge ZR), 而 且 按 ERY Mth 
imf =e 为了 简便 ， 我 们 只 证 明 在 n — 1483, z 是 一 次 连续 
可 微 的 ,而 且 Z 一 za, 对 一 般 情形 可 以 类 似 地 证 明 ， 

我 们 知道 
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h C) - fac) + roa. Á k 1,2, "tt. 


因为 在 R 上 一 致 地 有 太一 8， f, gu 5 k — 00。 于 是 在 上 式 
rR k— 0, 可 得 


gG) = g(0) + N gat) dt, 


这 表明 g 是 连续 可 微 的 , 且 一 ga. UEHR. 
例 4 将 [0,1] 上 全 体 实 值 可 测 画 数 记 作 500 ,1]1 ,两 个 几乎 处 
处 相等 的 函数 相应 于 510,1] 中 同一 个 TE Bee KAJE X AO ak nak 
Æ, S[0,1] 是 个 线性 空间 ， 定 义 
wl) — É 
uy) m [803 01 de, 5 zy € S[0,11, 
利用 $3 中 不 等 式 (3.1) 容 易 证 有 明 dC + , D 满足 距离 公设 , S[0.1] 
Ëk 2 hk yy SR bk šE Er ZI. 
现在 我 们 闪 证 明光 0,1] 中 序列 {x.}?= SKOR x S Jr T PB 
数列 {xa lO a 依 测 度 收 雍 于 e 
HRod(x..)— 0, H nm 0， 对 和 任 给 8 > 0, # 
Eœ) = (1€ [0,1]; Ix,CO — xCOI zm e +s 


因为 函数 KG) 一 ; 二， 是 《0,co) 上 递增 阔 数 ,所 以 
[x 一 zo) | 
I+ dzG ab^ 


d(x,.x) = | 
>Í, |z C) 一 x 
>f, 


zQG) 1 + ir Ce) — xke)! 


LERE T 


= 1 二 É m(CE,(8))», 


这 里 m(E,Ce)) 表示 E,.(8) 的 Lebesgue 测度 Eh Fk WT HL, 
mE) -> 0, H n— co, AX dt Oha 依 测度 收 误 于 xp。 
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biz (e ze NEES «CO, 则 CO 一 区 Da 
依 济 度 收 化 于 0, 而 
| _ 
rt a Q T] 
根据 Lebesgue WKeAkaESEC 5 LLS], 06 3738,85) 


= P ode) — 2x2] > —> 
d(x,, x) =: POREN dr — 0, 3 n— oo, 


焉 面 我 们 进一步 证 明 S[0,11 是 完备 的 。 
设 ehre 是 S10,1] 中 Cauchy 序列 , 则 存在 自然 数 na, 使 
d(z,,x,,) < 2 k, ñ oq ZR, k= 2... 
AE mmm nem oc, RW 
Z ! [xa a E — z Cl a 
k= | 1 + lesg Td 之 dus Eng) 


2,777. 


« $23 < co, 


k=1 
+ 
Ix KE — En LE) 
a.) un Ic ERORE OIH k — 1l.2,-... 
fel 
f [5:4] 一 x Po «o, 

《参见 [6] ,第 五 章 ,5$5 ,定理 5)。 

fid . 


| Yo < +o, a.c. 于 [6,1]. 
对 某 个 4 0,11, 如 果 这 个 级 数 收 各， jx ES XS E, n) < 
"E 从 而 dz, 00 — z4CO) < 1. 这样 
1x0 — x, COL < 2ouCO, EN -K k, 
(48 。 


由 此 可 见 级 数 Dhen, (E) xu COL 在 [0,11 EJUS AE BMC 
从 而 级 数 
NOR Xe xag) — 4001 
在 [0,11 上 几乎 处 处 收 伊 ， 设 其 和 函数 为 s. C), T 
ta kE) 一 East) + Xi. CO — z,,G] — x), a.c. 于 [0,11. 


当然 更 有 TUM IUBE UE. nS I6], 25 78£, $5, 定 
理 1)， 根 据 前 段 结论 ，d(z e) -> 0. Mi k— oo, 进而 可 以 证 
BB, dx, z.) — 0, Mi n— co, 

总 之 , S[0,1] 是 完备 的 线性 距离 空间 , 即 了 一 空间 . 
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CEA IBS LO LIPE TE SER E RU DEUS B YFSLEE YE v XR fÑ 
法 ,这 个 方法 起 源 很 早 , 在 许多 方面 都 有 应 用 。， 首 先 将 这 个 技巧 应 
用 于 无 穷 准 情形 的 似乎 是 Liouville ， 他 还 成 功 地 利用 这 个 技巧 
解 常 微分 方程 初 值 问题 。 到 1922 年 ，Banach EASA pude 
化 ,用 臣 离 空间 及 压缩 喘 庄 等 福 念 更 一 般 了 描述 这 个 方法 ,这 就 是 
著名 的 Banach 不 动 点 定 三 或 压缩 员 泉 原 理 ， 以 后 发 展 成 非 线 性 
诈 孙 分 析 的 重要 内 容 之 一 ， 这 节 我 们 简要 介绍 压缩 映 象 原理 以 及 
它 的 某 些 应 用 . 

391 i X,4>y 是 距离 空间 ,了 是 从 外 到 关中 的 映射. 如 
果 存 在 常数 9 > ü, 使 对 所 有 z. y € X, 

d(T<x,Ty)= qd(x.v), 

则 称 了 满足 Lipschitz 亲人 忻 . 9 称 为 了 的 Lipsehit= 常数 。 

特别 ,如 果 了 < Y, 则 了 称 为 压缩 . 

设 xEX, 使 Tx = xz, WU z RHEN TARRA. 

定理 91 iR OX. 是 上 距离 空间 ,映射 了 :七 一 天 满足 
Lipschitz 条 件 , 册 了 是 连续 的 
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证 设 T 的 Lipschitz 常数 为 2. 任 给 xz. € X, V EE Tx, 的 
ERR, A r >> 4, 使 B(T r OCV., EU B(s.,r/q) JE z. 
的 一 个 邻 域 , 当 r€ BG rq, 


dT x Tx) < qd(x,x,) < C = r. 


RU Txe B(Tz,,r)CV. RATE x, SEXESR , ER., 
定理 9.2( 压 编 映 多 原理 , 1922) WE (X45 Rest E ETE SRI, 
了 :和 一 大 是 压缩 , 则 了 在 万 中 恰 有 一 个 不 动 点 。 设 这 个 不 动 战 为 
Z, 则 对 任何 初始 点 x € X, 逐次 迭代 点 列 sen = Tx,, n 01, 
2,--.. KAT x. 且 关 于 收 伍 速度 有 如 下 的 估计 式 : 
dix, t) < g*(1— q) (Tux), 
这 里 9 是 了 的 Lipschiez 常数 。 
证 由 Lipshitz REX ATS HIRI a, 
I d(z,+u z.) => E T z, Tx, a2 < gqd(x,,Z,-iJ)e 
BERAR 36 8158 E y uE 
dí(x,4,,x,) & yd TE x), n= l,2, e 
TE f 
LETETTE < od(x,ia am) + coo + d(x,+u ta) 
(9.1) = (g**7t o + q')d(T zn) 
& q*(1— g) d(Tx,,x.). 
因 了 7 了 是正 编 , 0 < 4 < 1, WH {r} Æ Cauchy H3, 3 X E 
完备 的 , 故 [rehen 必 收 化 到 天 中 某 个 元 , 设 mz, 一 根据 定 


A 9.1, TT 是 连续 的 ,于 是 


Tx — lm Tx, = imtesi = Y, 


即 有 是 了 的 不 动 点 。 假 设 了 是 了 的 另 一 个 不 动 点 , 则 
dz, 六 — aCTz,Ty) < 44(&,5), 
因 g 过 1, # d(z.7) — MEE — s. 
最 后 ,在 (9.1) 式 中 , 令 &~ co, 可 得 
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CE E g — qr MTS x). 
证 毕 。 LE 
EE AUR e SUR REPRE METER DHT — T ORRRHAURE, TAS 
应 用 ， 特 别 在 微分 方程 、 积 分 方程 等 解 的 存在 唯一 性 定理 的 证 明 
中 , 它 是 一 个 有 力 工具 。 

Bil 常 微分 方程 初 值 问 题解 的 存在 唯一 性 。 


我 们 考 菩 常 微分 方程 初 值 问题 
x'( — JG: , x», 
(92) oo = x. 


AREARE RARATAN SER Ze ZE ME — 9E SERE, 
E S3(Picard, 1893) ib f(z,z) 是 带 形 
(Cru: 1: — n] < 8,—cço < x < co) 
上 二 元 连续 函数 ， 而 且 关 于 = 满足 Lipschitz 条 件 ， 即 存在 常数 
K> 0, 对 任意 Eln 8, n +8), x,y EC, 都 有 
Far) — fG.y)| < Klx— yl. 
则 初 值 问题 (9.2) 在 区 间 £z, — 8. z, + 8] 上 有 唯一 的 连续 解 ， 这 
H 0 < 8 < min{s,l1/K}. 
证 iZ Cin — fan + 8] 表示 区 间 [5 — 8,4 2- 81 上 连续 
AREER 
dlx, y) > max lG) 一 yn | 


th = Baz aÇ. 

所 成 的 距离 空间 。 MU CI: — g, +: + p] 是 完备 的 《见习 题 8). 

RE lz 世上 积分 人 9.2) 式 ,人 们 上 自然 考察 从 C[z,—@8, nte] 
到 自身 的 映 躬 工 ;: ' 

(TX = x, + j f(s,xCe))ds, xG) € C[z, — 8,1, + 8]. 
AH < — G), r€ [, 一 8,4 十 8]， 是 初 值 问题 (9.2) 的 连续 解 
HER re Cli — 8, a tl JE SI TRS A 由 假设 
fG,x) XT x 满足 Lipschitz 38 ËEË,#& 
Tx — (TYK 


. Sls 


- |f trois» — yC 
< IREO 一 TOI 


WEST M, REL, FOO 


= KBd(x.y), E t, — B = t= z, + 8. 
令 q= K8, EPRE, 0 < q < 1, 于 是 
KTxs,Ty)-— max {TOO — THD! < qa(z,y). 


这 说 明 人 是 一 个 压缩 映射 根据 定 青 9.2, T 有 唯一 的 不 动 点 ， 故 
初 值 问题 (9.2) 在 [s — 8. + 81 上 有 唯一 解 . 证 毕 . 
j2 (WARE EE) E e= (o tE R, y - 
Cyh ER ,UX VCR* x R9 JE (5,5 885483, FU X 
U— R" ROESUN.H XT oy — (sc 的 各 个 偏 导数 
BEU xV EH. ui 
Hn, = D, 


det 5 NR IET 
则 存在 六 的 一 个 邻 域 FDC， EsE—BJUYESEDQEY :Dr 一 R", 使 


(eroe? = 0, 3 x€ Uas 


9.3 
03) phn = y. 


这 里 
(ay o Sha, 
[az | y) By » 
oben mp o oon 
, p nos Dis ua yn 

Ya 
Refer) tre rte tu wes itt [og cr 


示 它 的 行列 式 。 
证 为 了 书写 简单 ,我们 只 就 x = 2, m = 1 的 情形 给 出 证 


明 ， 这 时 PL eny) 退化 成 一 阶 距 阵 , 即 实数 。 由 假设 A 的 连续 
MEX det [5-5] = 0， 可 知 存在 8 2-0, 使 当 xe BP), 
y € BOP, a B$, 
Of c ny] 9f. — 
(9.4) lz: >Y )| ay C00» 1| < 1/2. 
X5 fey) 在 U X V EXESRE, f(x*,y*) 一 0， 故 存在 亮 分 小 
E raa, {4 re B(z°,r) 时 
Blea al ou 

(9.5) IE Gy] Kasy )| «5/2, 
现在 用 Cr(CBCx ,7 ) 表示 BO. r) Ed fk 3 (8 PE Ie oL CH Banach 
CIONES E TM LE 

X = [pE CBC, ripa = y', lo — yl = al, 
MJ X Ë: CACECSr)) 的 亲子 梨 ， 因 而 是 完备 距离 空间 。 X LASS 
离 定义 为 

dlp, d) = ijp — ol. BS ppe X. 
EX X ERENT: 
TPN — p) — 22 f, o), 
| Ov 
人 PE X, x€ BG, r). 

显然 Tpe CBG) Xth oG) 一 Piy) — 0, PT, 

(T PY) 一 çG) 一 | of Cn] Kat, pe 一 y, 

y 

着 p, h € X, 则 根据 微分 中 值 定理 

CTH) 一 《了 由 Cs 

= p — éG)— [RE] til, we) 


一 Kx,00G))1 
. 53 o 


inam -一 一 0j Ü y 1 0f 1 
eG) — Bx) [Er] 2, cat 
TROET OON GO — $001 
— (13. [9f o s Br — 

(1 FAS »»| 9f. (e. 7 9019 G0 


+ 96660) Kew — ét», 


这 里 0 < 0x) < 1, EE z€ BG, r) BO .8), R. 
IEL — 0(3219 GO + 00 (2) — y! | < š, 

TERRO DITE 
Tẹ — T p|. = m. 


ax 
ER 


ICT 9260 — CT 2200] 


(9.6) <+ mar |p) — óG 


g£ er .ry 
1 — 
Le el. 
XC ER EE y" € X, 而且 
(T0060) — > — [5r Gh] Ke， 
根据 (9.5)， 


|Ty* — y| — max 


z€ BÇ, 


于 是 ， 当 Qcx, FH (9.6)n] f$ 
j| p — yl «Te Ty | + iT» — yl 


< le — yl + 8/2 < 8; 


Len] Ker] «on. 


可 见 Tp。 再 由 (9.5) 可 见 T 了 是 苹 上 压缩 映射 。 根 据 定理 9.2, 
了 在 已 上 有 唯一 的 不 动 点 ,从 而 存在 Ba'r) 上 唯一 的 连续 函数 
p 满足 (9.3)。 证 毕 。 

人 们 自然 会 间 , 对 于 一 般 Banach 空间 上 一 个 非 线性 映射 ,类 
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4912 的 研究 是 否 可 能 ? 亚 然 ， 首 先是 要 对 无 穷 维 空间 引进 类 似 
于 Jacobi 矩阵 的 概念 。 下 面 我 们 介绍 著名 的 Fréchet tpXR, Y 
在 非 线 性 分 析 中 起 着 更 变 的 作用 . 

定义 92 Yi X,Y SE Banach 空间 , OR. X BUT T E, A: 
Q— Y 是 一 个 上 映射 ,xz€ 8。 如 果 存 在 一 个 从 和 到 了 的 有 界线 kk 
算 子 工 , 使 


üm dl4(z 8 Ar Lá] 2, 
ao E f 

则 称 4 在 点 * 处 Fréchet 可 微 ， 易 见 当 4 在 * 处 Fréchet 可 微 
时 ,使 上 述 极限 契 立 的 算 子 工 是 唯一 的 。 这 个 算 子 工 称 为 4 在 > 
处 的 Fréchet 导数 ， 通 常 记 为 4'GO. 有 人 说 得 好 : “H + 
A Cr) 定义 成 映 象 的 线 姓 主 部 ， 所 以 正好 反映 了 将 非 线性 问题 线 
性 化 ， 它 是 应 用 得 最 多 的 一 种 微分 概念 . "(参见 [14], 第 26 DDD 

例 3 任何 有 界线 性 算 于 了 工 :无 一 了 在 任意 点 的 Frtcher S 
数 都 是 工本 身 。 这 点 从 和 枉 等 式 

Tix + k) — Tr Th = 0, Vr,kE X, 

立刻 得 出 . . 

例 4 设 0 是 BR* 的 开 子 集 ， p:O— Bt 具有 连续 的 各 A 
导数 。 将 R° 中 点 囊 成 列 向 量 , 即 


*i pix) 
z=| ;| pm : - 
x, qax) 


| N 
如 果 上 一 | | 的 范 数 充分 小 ,很 据 微分 中 信 定 理 ， 
În 
pils +A) — pike) 
= 99 Ch + o + Š Pt GO, + CAD, dom dune 
Ox, D xn 
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(9.7) er + h) — e) = Ah + Cll 
这 里 
Og cry - 9$ Cx) 


Xi Ox, 


从 (9.7) 式 可 见 p (a) 在 xz 处 的 Fréchet 导数 p oo EE 28 Bü Wy 
Jacobi 3EË*£ A. f 

有 了 Fréchet 导数 的 概念 ,就 可 以 类 似 于 例 2 建立 Banach 空 
间 上 隐 函 数 存 在 定理 。 关于 这 个 定理 及 其 证 明 可 参 DL 118], 98 
383—384 i. 


= m 
4. 试 证 明 : 在 线 竹 空间 中 ,对 任意 向 量 z EXE 都 有 有 


üx = 0. 
(—1)z 一 一 5%9 
oD — 0. 
2. 试 证 明 下 述 消 去 律 在 线性 空间 中 成 立 ; 
z+ y = x + * = y = x, 
mz = zy B == U => = = ys 
rom fr H x=0—> = = 8, 
3. 试 证 明 : 在 空间 tj 中 ;如 困 (r. ro, EAT =a PH nz dE 
ERAY z. 
+4. 证 朋 ; 空间 tr) 是 可 分 的 . 
5. 设 {fajras DES EAZA X d> 中 两 个 Cauchy 序列。 证明 
{at asya) jees 是 Cauchy 数列 ， 
6. EAER X CHR IRSE S BRUN TRIS , 15 EZE REER B(x.,r)5Ə 


WIERA: EAZA Cauchy FAREA Fü rJ. 
z. ¿X . a> BREA 4 JE: XAET, 定义 
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p(x,4)&infid(z.y):r€ 4), P z€ X. 

WX) x 55 AHEM, VEUL oled) F r 的 连续 读数 . 

8.1 s Z P^ d] T. CCS) 表示 S 上 有 界 连 续 国 数 全 体 按 逐 点 定 SCR 
MEE R EERE ZE, H f gec ELEAN 

4g) = sup| iC) 一 l 

WIEN: CCS) 是 完备 的 线性 距离 空间 ， 

9.WEBB. PObrmo0) 是 完备 匆 距离 空间 . 

10.1 X RREA 4 EE X CAS E S. 试 主 有 明 :，4 是 完全 有 界 
A B CRXERERE S T0, ZEE X PP ER ACT RSTRL M, 使 4 中 每 个 点 与 MM 的 
ge iu FE j T s, 

YY. iS X. 4» 是 线性 赋 范 空间 r0, MRR B = {rg X: si < rye 
FEAA XGA EE SERS, AUB Riees 引 理 (定理 7 .27 证 及 之 。 

提示 。” 慨 如 不 是 有 限 维 的 不妨 设 f>1。， 媳 果 我 们 已 经 找到 aAA 


BH oinHBACB. s xi > ik, OM Spiti ZIMTMD 则 于 
EXMA EMN, ik MseX, gi Riesz J|, FE ten € X, |z, |= 
l. 全 站 st — till >=> i= 1.2... . 8. RRRA RARE (unc 


B, 司 |z, — zal >> 当 jk, RR E RRIA A. 


12 .证 明 : s 维 欧 氏 空 刘 R* 是 Banach Zzjul, AER 表 东 # 个 实数 
HERRAR (otte 6.) 的 全 体 按 如 下 定义 的 加 蔷 、 数 蒋 和 苍 数 形成 
的 线 狂 赋 范 空间 

z+ y = (Ë, + ms" "* sË, + 82s 


ex = (mËv>s"" "mË, J) 
» [P 
Il = Zl" » 
sh ( 167) 
XÍ x = (#ëiss sË.) y = (mu ** =s yma) € E", «cR, 
13. WR E R* i sg X. 


p(x.») = max 【8 — mls 
fijux 


Ep xz = (E.y. E, Js y nri ER", 
WIER; R” jeEE A e j 56 8 BJ kh k: ga PS ZE [El. 
. 57. 


14.2 «Xd» 是 导 备 的 距离 空间 , E E: x IPTE. WIEN: <E, 45 d 
是 完备 的 距离 空间 ， 

15. 证 明 PO poo) 中 于 水 s 基 列 紧 的 充 要 条 件 是 

Gi) 存在 常数 M 0, 使 对 一 切 = 一 (50 e 5 23, JE.[^ M, 


(i) 任 给 e>0。 存 在 自然 数 N. QUE KERN, W UJ = = (š.) € f, 
D 15.1 <a, 


Far ] 
16. 试 证 朋 : 空间 Cs:) 中 于 集 5 ERU SESE ZERO SEED 95 3k s, dE 
在 常数 M,.,>0, fE3 x = {Ee} es, 便 有 |E] = M,,s 一 532。 
17. 设 Mlo,21 E [Ef] [a 5] 上 有 界 通 数 全 体 按 逐 点 定义 的 可 法 和 数 斐 
形成 的 线 贬 空间 。 当 = = z(r) é M[a.5], EX. 


feil - sup |zCGO1. 
PIED 


求证 :MLes 581 拨 这 个 范 数 是 Banach 空间 。 

18, 设 V[ s, ] 表示 在 区 间 [e] PAERUA TUE EARE i Æ 
Ri iE SC) nus 2k 32 EAS ERE i I] EN TER 

lel = [C8] + VICO, Er = rekle t] 

这 里 VK) ATAR O) dE let] Ent nie 38. 

试 证 明 : Vissel 按 此 范 数 是 Sanach 空间 ， 

19. 举 例 说 明 : 在 一 般 的 距离 空间 中 ,完全 有 鼻 宴 不 一 定 是 列 紧 的 。 

20. 设 4e, ]T-—. EERE X CER Cauchy 序列 。 如 果 (e. A FF 
列 (zr. KAT s. Wü (2720 jak x. 

21. 2 f ph M Ra AZA X SR ps zz [Bj v 的 国 数 。 则 了 是 连续 的 当 且 仅 当 
对 中 任意 团 集 F， 广 :5) 是 xX 中 闭 集 . 

22, 设 X 是 * 维 复线 性 空间 。{1ets than, EX TE A Xix 
油 作 实 钱 性 空间 时 ,其 维 数 是 多 少 ? 请 指出 它 的 一 个 基 . 


Å - 
23.5: X REEL E C 25 BI, Ep E X,n = 142,755, mR[2j.) x 


中 收 化 序列 , 试 称 级 数 D ka iR lx. 收 黎 ,就 称 级 效 9, x, sh 


"-1 LEN LL 


Rise. WIER x PEU ASGRDUCRC RO E RUE eS H 03 X AE Banach 25 
[R]. 
申 58 * 


24. 设 发 了 是 线性 典范 空间 ,站 是 认 X 到 了 的 线性 算 子 ， 试 证 明 :， 如果 
XEBER MTERA RN. E TAER R) 也 是 有 限 维 的 . 

25. KY 是 线性 评 范 空间 , 了 是 从 天 到 Y 的 线 狂 算 于 。 如 时 了 工 是 单身 
的 ; 则 2.,-**.2,) 是 XX 中 线性 无 关 的 当 且 仅 当 (Tx. ree, Tx.) 是 了 中 线 
性 无 关 的 ， 

25. 设 T 是 从 线性 眶 范 空 间 X. «d» 到 <Y,l + lo 的 有 界线 性 算 
F. ERR: 


IT] =: aP Treh = Ms Tel 


27. TÆ Banach AIX EA maw ms, 如 时 存在 * 上 有 界线 性 算 
Fsi 
TS = ST -1, 
Mr Pr s uSlps mA T-' = S, 
FZ, tn T Remus. 
TT = Tr 一 上 
E I kt A-LE p,n 
Ir = x, Vx c X. 
18.109 T EERE 求证; 对 任意 自然 数 s, T h EE IESS i dn 
对 某 介 自然 数 *>1， T" 是 压缩 映射 ,T d Eb He UR 8108? 
29. FE n ERREZA R* hija ARE Bi T LIP 满足 
dOT s.Ty)«Xd(sz,.y), Ve, y € F. sy, 
WIERA: T IE F Bh EAR, 
30.12 K(r,r) 是 短 形 0 «mr, «1 EnDAUBEXEO E 


faeere 
25 


35 4382) 25 E 
I z() = FIG) + à j K(z,:)x( 54s, 


其 中 fe 200,1] 是 一 给 定 函 数 , ADU EE. RAAE Be SUR DEED): 当 
A 适当 小 时 "上述 积分 方程 在 £^[0,1] 中 的 解 存在 且 唯 一 。 
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第 二 章 Hilbert 23 jä 


$1 pP eS au 


有 限 维 欧 氏 空间 BR" 具有 线性 的 和 几何 的 性 质 . 解析 几何 告 
诉 我 们 ,对 空间 R* 中 的 两 个 向 量 4 与 6 的 来 角 9, 有 公式 


cos 8 = 


Qa, 5) 
TIT 
BEC G JEREKAR I + 1 表示 向 量 的 长 度 , 而 且 


lal = v Cara) — 

AA AEP KE "i PA c ARTERE. 

现在 来 著 碟 和 无穷 给 空间 上 的 丙 积 概念 ， 

定 尽 1.1 设 各 为 复线 性 空间 ,好 采 对 任 给 的 *, y € X T 
一 个 复数 , 记 为 《xy,y)， 与 之 对 应 ,并且 这 个 对 应 具有 下 列 性 质 : 

G) (x,z=) 2 0;(z,zx) = 0 必须 且 只 须 x = 0. 

Gi) (x + y, z)= (z, z) + (y, z). 

(ii) Cax, y) = a(z,y), 


Qv) (z, y) = 0.2. 
对 tys z€ X, a 6 C, WR (z, y) 为 了 与 ?的 内 积 , 称 天 为 具 
Tiv EC, OWARE. 

由 内 积 的 定义 ,还 有 (x,， xy) 一 alr, y). 

定义 1.2 ”内 积 空 间 XX 中 的 元 素 z,y ROELA, mR Cry) 
一 0. idfgx Ly. 

不 中 的 一 族 元 素 {x;} 称 为 正规 正 交 集 ,如 下 

(w 2k) Digs 

这 里 84, 是 Kronecker 常数 :8 = 1,24] = kida = 0,25; < K, 


* b * 


在 内 积 空 间 苇 中 ,我 们 定 浆 


jel = VG, M rex, 
不 入 我 们 将 证 明 它 满足 前 章 所 说 的 范 数 公 设 , 技 这 个 范 数 ,不 是 线 
性 在 范 空间 。 
Er E y gd. 


lx + yi — Gem y, x— y) 
= r,a) + (x,y) t Cyr) + (y,y)> 
= (xx) + (y,y) 
= lx]? + lyi. 
于 是 有 
{1.1) . le + yP = læ yl 


这 正巧 勾 股 定理 在 无 穷 维 空 间 的 推广 。 
定理 1.1 设 E. 是 内 积 空 jx EE rk. MAHE 


fl z € Xd 
isl? = Xi. EM Del. 
证 Sr 形成 
z- P (z,z)z,| + n" - > 31650]. 


岂 内 积 定义 及 假设 ,容易 验证 上 式 右 端 第 一 项 与 第 二 项 是 正 交 的 ， 
REO, DARE, 


[rjf 一 |> (z,z,)z,|] + |z 一 > (x, x x, 
-— SC, x.) 十 


js — > Gon. 
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推论 1 (Bessel 不 等 式 ) 设 (ahia EAREN X ARE | 
MEZE, TEHA” € XBA i 


> Ix, xD? = xt. 


推论 2 (Schwarz FRA) 对 内 积 空 间 革 中 性 意 两 个 向 量 
X.y 都 有 有 


ICHOIE ely 
证 # y=0, HW 
(x, y) 7 (x, 0y) — O(z, y)= 0, 
可 见 等 式 成 立 。 GE y > 0，{y 川 7 由 就 是 正规 正 交 集 ， 由 Bessel 
不 等 式 ， 


|z = IC, y/ ll DI? 一 1825 5, 
yh 


由 此 即 知 所 论 成 立 。 证 毕 . 


定理 12 ”每 个 内 积 空间 X 按 范 数 xi 一 V(x,x) 成 为 线性 
左 范 空间 ， 
证 ”由 内 积 定义, 易 见 | “1 满足 范 数 公设 GD, Gi, KEH 
BERE Gi) HES x, y€ X, 1 
|z + yi = (z + y. z+ y) 
= Cr, z) + (z, y) (y, x) + (y, y) 
= jr? + 2Re(x, y) + yl 
s [el^ + 2166,21 + Ul? 
由 Schwarz 未 等 式 , 可 知 
lx + yi Jeil o zy + yd = el + fy 
wH, 
命题 1.1 AR Cr, y) 是 xy,y 的 二 元 连续 国 数 , 即 
X, Xx, y, > y => (xu, y.) ix, y), 23 n — co, 
证 显然 
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IG, y.) — CG, yo 
= Gy, — (z,y,)] + dM, y, — Cx, y)! 
< ile, — Hyt xl», — yl. 
如 果 oxQ— e. y, y, VER (Cyl. 2i BARRI i z — oo, 
T Katia PF 0. UE. 
命题 1.2 HARMER X AE, E z € X 使 
(x, n) = 0, Yre M, 
DW) x, = 0. ， f 
W. HBBE x, € M. n= 1,2, {Ë x, — x, WEA 
KH 1.1 E fi 
《xy x, = lim(z,, x,) — 0, 
Hk x, — 0. ER, I 
前 面 我 们 通过 内 积 引 出 范 数 , 反 过 来 ， 对 于 内 积 空间 ,我 们 有 
下 列 重 要 结果 
定理 1.3【〈 极 化 得 等 式 ) 对 内 积 空间 X 中 任意 两 个 向 量 x, y 
" 
AD (x, y) 7 L sce yr he yf? 


+ ix iyl — dixil. 
证 由 范 数 与 内 积 关 和 系 易 得 
(1.3) lx + y — (z.z) + (z, y) + (y, Dit (y, y), 


(1.4) le — yl? xx) (z. y)— Gy. z)+ (y. y), 
(1.5) |z + iyl’ = Cx.) — i(z,y) + (y, z) + (y, y, 
(1.6) |=— iyl — Cer) + iCx.32 — Cy. z+ (y, y>), 


则 经 由 (1.3) — (1.4) + ((15) 一 i(1.6) 可 得 
lx + yl? — [iz — y| + ile + ;y|F — dle — iyl? nup). 
证 毕 . 
必须 楷 出 ， 内 积 空 间 中 向 量 的 范 数 有 著 漠 于 其 它 线 炸 隋 范 空 
闻 中 间 量 范 数 的 独特 人 性质。 
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命题 1.3 《平行 四 边 形 法 则 》 对 内 积 空间 X 中 人 尾 党 两 个 向 

E x,y 都 有 
lz + yi E fs — yi — C + ly, 

证 ”在 定理 1.3 证 明 中 ,1.3) 与 1.4) 相 加 内 得 记 欲 证 者 ， 

人 们 自然 会 想到 ， 是 否 每 个 线性 吴 范 空间 夺 都 能 赋 以 内 积 
Cx，Y) ,使 得 愿 来 的 范 数 | 总 可 以 家 成 为 VG) Ugo FRES 
定 的 .可 以 证 明 , XX 能 降 以 内 积 的 充 要 条 件 县 多 中 的 范 数 满足 平行 
四 边 形 法 划 。 其 证 靶 是 用 (1.2) 式 右 端 来 定义 《x,y)， 然后 利用 平 
行 四 边 形 法 则 验证 如 此 定义 的 《x,y》 满 足 内 积 公设 。 详 见 [17]， 
268—270 TH, 

Pi. 在 空间 C[O, 1] 中 , 取 xCO == 1.» — s. Hi 


lx 十 y| 一 maxi t 十 r = 2, 


[|z — y] = maxli — d = 1, 
rent 
dix] — 1. yl = 1. 


显然 不 满 是 平行 四 边 形 法 则 。 这 说 朋 CIO. 13 不 是 内 积 空间 。 

定义 1.3 车 内 积 空间 所 是 完备 的 , 则 称 互 为 Hilbert 空间 ， 

最 早 是 Hilbert 在 他 的 积分 方程 工作 中 考察 范 数 按 其 全 正规 
正 妆 基 展 开 所 对 应 的 Fourier 系数 (参见 [6], ARE, $6). 这 
些 系数 序列 自然 属于 下 面 所 说 的 空间 P, 虽然 Hilbert 并 没有 
把 这 些 系数 序列 看 葡 空 间 中 点 的 坐标 ,也 没有 使 用 儿 何 的 语言 (内 
程 空间 几何 化 这 一 步 是 由 Schmidt 和 Fréchet F HAN. RA 
还 是 称 完备 的 内 积 空 间 为 Hilbert 空间 ， 以 纪念 这 位 贷 大 的 先 
fx. 

$2 ZF, 


考察 使 DO Met < co 的 复数 序列 x — (E) 的 全 体形 成 的 


线性 空间 , 记 作 P. FH Haider 不 等 式 , 可 以 定 光 
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. (x,y) = >` a Fa Es x (5,), y= E», € it, 
A RAEE MEAR A, P E C + , + ) 成 为 内 积 空 间 ， CROHDUE 
uj 中 是 完备 的 ， 
W z — (DY, k= 1,.2,..- jk 六 中 的 Cauchy 序列 F 
是 性 给 s> 0, te SK N, g k, 12N, 
aD kasal- (D < 
从 而 对 每 个 自然 数 n, 
legte 一 EDI E, 当 k, j > N. 
这 说 明 (5001,27, 是 Cauchy 数列 , 故 
lim £C = gom 
L 
存在 是 有 限 。 记 x, — {Ph BODA Ou &ERT EAD m, 


D 196 — sl: < e, n k, >N, 
m= 1 


S iP—EPIes EN, 
再 令 m-* co ,可 得 


一 当天 2 N. 


这 表明 x, — x€ P, S REN. A P 是 线性 空间 ， 邦 x,€ D, 
H b 


Ia — s [D iem emi] < e, w a m. 
Bl x,— x, EH. 
常用 的 Hilbert 空间 是 函数 空间 , 其 中 最 简单 的 是 下 面 所 说 
的 空间 Liab], 
例 3 Lia, 5]. 
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考察 有 限 区 间 fe，21 L5 (DEZ SEBUEGRC f£ GOES k PEG: 
点 定 广 的 如 法 和 数 乘 形 蕊 的 一 个 线 伺 空间 ， 记 作 L'[e, 5). “由 
Hülder 不 等 式 ,可 以 定义 内 积 


GD [fcostoes, B iae Lala, 01, 


容易 验证 Vile, 6] 按 这 个 内 积 成 为 内 积 空间 ， 而 且 按 这 个 内 秩 
确定 的 距 党 恰好 是 第 一 章 $5 中 例 2 当 p 一 2 时 的 上 距离。 从 那 于 
得 知 Lie, b) 是 完 稳 的 ， 因 此 Lle, b] 是 Hilbert 空间 。 
例 4 H¿(O), 
|OXOR R" RJ EN ' 
i 在 名 内 有 直到 £ BETA yE 28 a S, } 
且 支 集 supp (cC 9 ERR. , 


这 里 supp G) 一 (:fGO < 0}。 定 义 内 积 
(f, 7. 21 | O) ieda, H f, ge CO), 


inse 


CK) alic: 


这 里 je (5,240 REIR Bb = h + + i£ 
f(x) — et (x1, Ta), 
Oxp- :Ox 

CH#CQ》 按 这 个 内 积 形成 的 内 积 空间 记 作 Aa), m Aa) 按 这 
个 内 积 导 出 的 范 数 的 完备 化 ， 记 作 Hi (O), 这 是 一 个 Hilbert 
空间 。 据 文献 [24), P.250, Schauder 已 经 考 虚 过 空间 ñC oO). 
可 惜 他 没有 若 虑 它 的 完备 化 。 这 里 的 HK O) 其 实 是 著名 的 Co 
Soe 空间 W:CQ) 的 子 空 间 。( 和 参见 [3] ,第 50 页 ) 

例 5 (D). 

设 六 是 复 平面 上 的 一 个 有 界 区 域 , 令 


A (D) 一 | ve apps, R| | HOIK < 中 


这 里 zx 一 x 十 iy、 在 (D) 中 引进 内 积 


e 66 + 


G, D= [rena Casas, 当 f, z€ ADD. 


r2 


容易 证 明 4D) 是 一 个 内 积 空 间 , 下 面 证 明 它 还 是 完备 的 ， 

设 If, GO, 是 A (D) rhBJ— 8 Cauchy FESU. 注意 
AX D 是 LCD) 的 一 个 线性 流 形 ,市 LD) 是 Hilbert 空间 (于 
习题 四 ,从 而 存在 fE LXD), E 
(1.8) luo - fo) Pdrdy — 0, YB n—> co, 


n 


我 们 只 须 证 明 GO 在 DD 内 解析 ， 设 (x: sl el 是 包含 
于 DD 内 的 任意 闭 贺 盘 ,由 于 fx) 在 DD 内 解析 ,有 人 Taylor RA 


RD — f.GD » IST ¿(z — x. 


从 而 利用 复数 的 指数 形式 = 一 =, 一 ree。 可 得 
l. — £P 一 人 ca — iecore 


> |! If. GO) — fe G0 l'dxdy 


PLEMTII 


-he 


;-0 


- > 2m 人 le; | dr 


= 2r See; 2j + 2) 
= = pš el 
一 self z)—fzxuM:.. 
因 [fh EE ° || AE Cauchy 序列 ,这 个 式 于 表明 LG LZ. XE 
fT Dm EXE E— Sor FE 
ho 一 lm fL Cu) 
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在 DD 内 和 解析， 

总 之 ，A (DD) 性 一 个 Hilbert 空间 ， 

命题 14 兴 积 空间 无 的 完备 化 X 是 Hilbert 空间 。 

证 央 积 空间 X 按 内 积 C，，， ) 所 确定 的 范 数 成 为 线性 跨 范 
空间 ,于 是 由 第 一 章 55 中 定 — (eie Xüsadg o X, 使 对 z, 
y€X, XE Cauchy 序列 (z,), Dah E X = (us) > 
[h HE 

LETE S — xo ya) 
eO. y.) — (x,, Yad) + Cear Pa) 
— (x,.ys)! 
= x, 一 xollllysll + Nxslllly, — vail; 
风 ((x,, y,23.2. E Cauchy $F, h mie, (P x 
(E, Fh 一 lim(z,, Ya), 
假设 dnih (y.] RAE X tE Cauchy FE90, f 2 — {zo y — {ya}. 
则 lm lx, — x, — 0, Hmiy,— yl — 0. BE 
Catas y.) — (x... Y! 
< ix. y.) — Gu. y) + egs y.) — Ce... yl 
= 上 zs 和 — y. + Hz, — x.üly.l. 
可 见 


lim(x,, y.) 一 lim(x,, y). 
这 说 明 (z, $2), 的 定义 与 表示 T, y 的 具体 的 Cauchy 序列 选择 
无 关 , 所 以 定义 是 完善 的 ,容易 验证 《 * ，* 满足 肉 积 公设 ,因而 
党 按 C， h RAAZ H. 

注意 ， X BRER— EE $5 中 定 择 5.1 完备 化 网 造 所 确定 的 范 数 
l| «15 PSXRC o 1 之 间 有 如 下 关系 

iz] = lim(z,, x,) = (z, X 
RU X 的 范 数 ,有松 是 由 内 积 (，,，), 确定 的 范 数 ,所 以 X 是 完 
备 的 内 积 空 间 , 即 Hilbert ZA Æ, 
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$2 正规 正 交 基 


坦 后 ,如 无 特殊 声 亲 ,我们 总 用 疡 表示 非 堆 的 Hilbert 空间 。 
设 {xs}CH 是 线性 无 关 的 序列 。 现 在 如 线 代数 所 说 的 , 令 


Wy 一 Hy n = wed lwl, 


zz 一 — Cn, 9i Vi L4 — waf EAF 


Wa Ha Y (u.s £4 )U Fa TZ se. f lw uli I 
ki ívi, Pitt. Pa, th] EE- -EWES , 3: B. xH BI i 28398 


(2.2) Spis;, Mb Hu) -— Spin, Vn 
上 述 的 按 (2.1) 式 从 ta 构造 de.) 的 方法 叫做 Schmidt 正规 
正 交 法 . f 


定义 2.1 iE SEHIRBJIESIESE E, 如 果 吾 中 没有 其 它 的 
正规 正 交 集 真 包含 S, MERS 为 瑟 的 正规 正 变 基 。 

下 面 命题 给 出 Hilbert 空间 正规 正 交 基 的 一 个 等 价 模 述 。 

$82. 设 S 是 五 的 正规 正 交 集 。 Ws R H ËBJIES0IE3= 3 
的 充 要 条 和 件 是 百 中 没有 非 零 元 与 S hd LIESS. 

证 My. ir 《二 与 $ 中 每 个 元 正 交 ， 如 果 xo 0, 令 
= ē = xf iall, 则 s, 一 SU iz) 使 是 H HERREN S 的 一 个 正规 正 
变 祭 。 这 与 3 是 正规 正 交 基 矛 盾 。 

充分 性 ， 否 则 , 存在 二 的 正规 正 交 上 集 S, REBAS, RAER 
re， 则 xz 与 3 中 每 个 元 正 交 ,与 假设 矛盾 。 证 毕 。 

定理 2.1 若 互 可 分, 则 互 有 一 个 可 数 的 正规 正 交 基 ， 

证 由 于 五 可 分 ， 互 中 存在 可 数 的 稠密 闻 集 S. ABRE 
每 法 可 以 证 明 必 存在 s 中 一 个 线性 无 关子 集 {x,} ,使 得 5 中 每 个 
元 各 可 以 表示 成 dep 局 基 些 元 的 线 广 组 合 、。 — 
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将 Schmidt 正规 正 交 法 用 于 {x,}， 得 到 正规 正 交 和 集 ics}. 
Zi eecH, th 
(e, e, = 0, n= 1, 2,-- 
注意 由 (2.2) 式 ， 每 个 z, 可 以 表 成 x, 一 21 ej. Mf 
(e, x.) = 0,n 77 1,2,---. 
VITA z€ S, HARR (x, ) 中 某 些 元 的 线性 组 合 , 故 
(e, x) = 0, Yace, 
HT S 是 乓 中 条 密 子 僻 。 根 据 命题 1.2 可 知 一 0， 再 根据 命题 
24, [L (e iE Hg u Bh E 2 AE. urhb. 

定理 2.2 每 个 非 零 的 Hilbert 空间 都 有 正规 正 交 基 。 

证 ” 设 互 是 一 个 非 零 的 Hilbert 空间 , 考虑 吾 中 一 切 正规 正 
ERRIRE F, F 是 非 空 的 ,因为 任 取 x == O,4x/lz1 ERE 
FO 中 的 一 个 元 。 对 S, REF, EX SAS 4 SC S, R 
Sr 按 “ 丈 "成 为 一 个 部 分 者 序 集 . 若 15。1sew 是 .多 中 的 完全 有 序 
ZEU Lj Se 多 ,而 且 是 (S... 的 上 界 。 根 据 Zom 引 理 ， 


ú <. 


S 中 存在 极 太 元 Su, 则 Su 便 是 互 的 一 个 正规 正 奖 基 。 证 毕 、 
定理 2.3 ES e {rhe 是 卫 的 一 个 正规 正 交 基 , 则 对 性 何 
ÉS x € H, W B 
z 一 D) (x, Satas 


= a. 


ixl? — > LETEM] H 


ZED z 表示 最 多 内 有 可 数 多 个 x, 失 0， 而 且 级 数 无 条 件 收 
&. 

dmi, HHEH Hilbert 23]], (x,).2à #HBS3iE aliE 
ZA, AEA e H 


(2.3) jaxl? _ >; iix, xu] | 


i 
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(2.35938 8: 8529 Parseval 公式 ， 
证 dE z€ H, H Schwarz 不 等 式 ,对 每 个 aco, 
|(z, xl = =l. 
注音 


I 1 . 1 E . : 
U Few iat. iet] (0, lel]. 


于 是 ,车 有 不 可 数 个 《x，x.) >e 0， 则 至 少 有 一 个 区 问 


Hos dts get] 


中 包含 无 穷 多 个 1(z、x。)1， 这 与 Bessel KERFA. 
现在 dC. AE 中 最 多 只 有 可 数 个 不 为 0 者 .将 它们 排列 


成 


Cr, x.t. Xa d» Dt, Xu) t^g 


由 Bese 不 等 式 . 对 任意 和 月 然 数 N. 
N 
> IG, x, P = xl". 


HG. zo) k, 


令 y. £ (x, 2x4, n7 1.2, 5e, Bp n m 


ly, — y. = 1 25 G. xxl 


=m. 


一 D> lul, 


可 见 (y, 3.2, 是 Cauchy EF, HERAN, Neu y, — = € 
H, 往 证 x — x. 
显然 ,对 一 切 xus 有 
— Y, x,,)77 lim| x 一 EaR a Pa 
(z— r, x4) m( 2o Guns za) 


: FE. 


= x. 0 — rx) 

-— 0. 
而 对 x, € So 9c eau (x. x.) -0,H CER = 0,; — 1.2... 
故 


= rn) m lime — D3 Ce, radenie) = 0. 
š 2: 


于 是 一 与 8 中 一 切 元 正 交 ,而 5 是 理 的 下 规 正 次 基 , 克 x 一 
x = 0, BW 


x= lim > (xr. xa)xa 


f=1 


L:J 
-= M (x, faa 
imt 


um >° Cr, LM 


nda 


至 于 第 二 个 等 式 ,根据 定理 1.1, 对 尾 意 自然 数 n, 
ba ~ SG. sor [e Dx, xz 
iwi i=t 


TE, n — oon] 4 
liz |^ = Dre, rp 有 一 M d. x). 


urn. 


$3 射影 定理 ，Frechet-Riesz 表现 定 理 


o4 ES Hilbert 空间 志 的 线性 流 形 ,定义 
of tm [y € Hily, x) = 0, Vx€ X). 
并 称 N+ 为 24 BQJIESETh. 
从 内 积 的 线性 与 连续 性 ， 易 证 24 5 是 吾 的 子 空 间 。 显然 
与 ot 的 交 为 {0}。 
X3) (HEE i. EH BU sa), 则 每 个 x* € H 
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都 可 以 唯一 地 吉成 

gc ye € E. z€ Ld +, 
大 们 称 这 个 由 x 与 o4 ERS 20x dE -  LüSIEXEMM 
Kk. 

证 注意 .AY 由 是 Hilbert 空间 , 根据 定理 2.2. A 有 一 个 
正规 正 交 基 (yl)... IE <€ 五 ， 如 定理 23 证明 第 一 妥 可 知 ， 
最 多 只 有 可 数 多 个 æ, y) < 0。 设 它们 是 ir, ya) tis MA 
aE, o> uj j= 1, Zw y.) = 0, < 


. y = > (x, Yaj) Yaje 
` Pani 


如 定理 2.3 一 样 可 以 证 明 , 上 式 右 端 级 数 是 收 钱 的 ， WY 是 闭 
B3 dir yt AE, 
$ z=r—y M 


(z, Yap) 77 (r, a) 一 (X Cr yoi) ys; 2 


= (yu — (x, Yag) i 
= ú. 
RY a€.w. Boo, jmi, 
(z, Ya) = x, y.) 一 (> (x, y42««.) 


- 0, 
AI. 
Cz, y) 77 D, ES] Gc, 


根据 定理 23, Eu n ET 2) (x, y.) ya, 可见 z€ 


Et AE 
r= ytz, y€ W , EMT 
至 于 唯一 性 ;可 由 A (.2€*- (0 得 出 。 证 毕 。 
应 该 指出 ,这 个 定 是 也 可 以 看 镍 是 Schmid 正规 正当 法 的 推 
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广 。 胃 为 对 于 任何 子 空间 o SE nk., HEHEA, EE 

xa” Yo F Zos y € o, z€ e n, . 
显然 ze 0, x 是 新 的 与 A 中 一 切 元 都 正 交 的 元 。 为 什么 
说 是 推广 呢 ? 因为 现在 的 dim A 不 限于 有 限 的 。 

区 别 于 一 般 Banach 空间 ，Hilbert 空间 是 几何 性 质 最 丰富 
的 空间 ,理由 之 一 就 在 于 它 有 射影 定理 。 早 在 30 年 代 ， 入 们 就 已 
举 出 反例 ,即使 对 前 述 的 L>(p =< 2) 空间 ,也 不 能 有 类 似 射影 定 
理 那 祥 美 好 的 性 质 、 关 于 这 个 反例 可 参见 [34j。 

命题 3.1 AMHARE, D M — (MT), 

证 ”由 正 交 补 定 六 有 MC(M1)t, MA (M+ RAS. 
MC M -)“, 

ik x€ (M:1, Eo M 是 五 的 子 空 间 , 根据 射影 定理 ， 

x= y + z, y€ M,z € Mt, 
不 难 证 明 M+ 一 好 上、 于 是 ,用 * 5 E3EiKusIFIR MH 
0 = (z, z) = (z, z), 
ük x 一 0。 从 而 x y€ M, Ute. 
pi x 


fir) = [sco r€ L'[s, 5]. 
则 了 于 是 Lla, 5] LB9SEIZIR.H 


ici «(Via (jore Y 


= (ó — all 
可 见 f(x) 是 Lla, b) CRER REZA. 

第 一 章 87 中 引进 的 连续 线性 证 函 的 概念 正 是 从 积分 这 个 最 
常见 且 重 此 的 线性 泛 函 朱 则 出 来 的 。 例 1 表明 Hilbert 空间 
Lèja b CAIRE E SRZRPETIZIA HE fH 表示 Hilbert 空间 如 上 
A fk vc SE ER EEZE PEL TX FARE AR RARE LES E EESS IB]. f 
j€u*, E 
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IFI = sup [FG 21, 
3 aM 


容易 验证 按 这 个 范 数 ，H* 是 完备 的 线性 赋 范 空间 。 通常 称 H" 
为 玉 的 共 罗 空间 ,或 对 惕 空间 . 

定理 3.2 (Fréchet-Riesz 表现 定理 ，1907) 设 j EH*, 则 
恰 有 一 个 z€ H, [RF 可 表 为 

fr) = Cx, tr, Vx € H, 
并 且 
Mam — ella 

这 里 范 数 | + 1 的 角 标 H*. H 通常 省 路 。 

证 令 o 一 (x€ H:f() = OY, 则 .ww 是 石 的 一 个 子 空 
iH. 

fi € = H, HI 

FO) = 0 — (x, 0), Vx H, 

取 a= 0 Bin, 

E . s H, WE x,€ HN F. IRIERSPHEDEBRH 

xp 7 ys za y& € o9 nE M 

显然 z e 0 县 f(s0) 和 9。 现在 对 性 给 的 z€ H. Bz 8-— j 


f(m), Wl — 

(3.1) fs -— BfC oz = f ps0). 

Ék fla 一 Bzo) = 0, M] z — ñz € í. AZ 

(3.2) x = (z — Bz.) + pro, xk — Bx € 4, 


,这 表明 A 与 {zo} 张 成 整个 空间 ， 
取 C3.2) 式 与 ww 的 内 积 , 可 得 
(x, Zo) _ Bn, aJ. 


Mais di 
ni _ (x, z.) lz? k (=, sof lel. 


由 《3.17 式 即 得 
fp 一 ir) ro 
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( Fs) 


Ve qal! s). 


于 是 
f C) 
z; = Te, xa 
即 为 所 求 者 ， ` 


至 于 唯一 性 ,着 公有 s € H, WE 
IG) = (x, zi), Vx € H, 


MII 
(z, m — 2; ) 0, Vx € H. 
R| HUSSEN zz. 
最 后 ,里 


fll s 一 ,0p | fen 一 UP, TEFEN] 


« sup kelle = ledh 
Eszl< 1 


和 
l; a= 一 sup FG > SHCTAETP 
= Caille, #1 - Bz. 
可 见 
A = larke. 
根据 Fréchet-Riesz 表现 定理 ,每 个 f€ H* 对 应 唯一 的 zi 

H, Ë 

(3.3) f = (x, z), Vx€H, 


另 一 方面 ,对 每 个 EH, $ 
fs) — (xz, 2), 34 x€ H, 
S h EH LARREA. E fe H". TE, mi 84 TE X 
映射 ri" — H 为 
r(f) — z, M f€ H*, 
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这 里 z 是 根据 Fréchet-Riesz 表现 定理 由 了 REH RRG.) 
zX8gnE— JE. Mi + Er H* #JH HAR. 但 它 
A 20 kE BU , fu de de i SR PE B: 

TÉ f, + cuf) = a, Ch) + ag. 
因为 对 任意 F, B€ H*, m, s€ G, 

f Cafi + asf 2) (x) 

= cif x) + of (xD 

= cr, TCAD + au(x, rf 

- (x, arf) + ash». 

WREE H* 中 定义 内 积 
(3.4) (h, f = (zi sz: PES f hE H*, 
容易 给 证 H* 成 为 Hilbert ZijB]l. FÆ z:H*-—* H EA Hi. 
ibert SEZAR r ERREI, OUO, HREN 
DRE. ERIH pE Hilbert 空间 不 加 区 别 , 视 为 同一 
空间 ， 可 记 H* = H, Hilbert 2ziHlifix Rb ybRK OS Eti. 
这 是 Hilbert 空间 的 基本 人 性质 之 一 。 

在 实际 问题 中 , 我 人 门 常会 遇 到 双 一 次 形式 pr, yh ARE 
线性 算 子 特别 是 无 界线 性 算 子 的 问题 有 时 转化 成 标量 的 双 一 次 形 
式 , 在 运算 上 更 为 方便 。 

SEN 3.1 设 plr, y) RU Hx H #J G 中 的 函数 ， 具 有 性 
I: 

(i) vox + By, 2) — aple, z) + oy, x), 

Gi) e(x, ay + Bz) => aple, y) + ipler, z), 

当 x,y, z€ H, a, PEC, MIRR (x, y) 26 H Eat Seu iR fk 
iE. 6 ES 33 CG > 0, tE 

Qu) [eCGz, 2E xClizllyl. 34 x, y€ H. WE plr, y) 
为 有 界 的 ， 

在 上 述 定 多 中 ,如果 (ii) 换 成 下 面 的 

(N) e(x, ay 十 pz) — ae(x, y) + 8x, z), 
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就 称 glr, y) 为 召 上 的 观 线 性 泛 六 . 
iiR.ün JESuXX ÉREEREPÉ wlx，y) 还 满足 


ply, z) = plx, Y)» 
plr, x) m0, 
以 及 
plr, = 0 « x= 0, 
那么 plr, y) 就 是 个 内 积 了 ， | 
定理 3.3 设 pke, y) EH LARENA, MA 
有 再 上 一 个 有 界线 性 算 - 了 a.d 
pke, y) = (Ax, y), 34 x, y€ H, 
证 ”对 任 给 的 <€ H, $ 
IO) 一 plr, y), " y€H, 
PF feH*. 根据 定理 3.2， 恰 有 一 个 元 s€ 用， 使 
f = (y,z), 5 y€ H, 
这 个 s; 是 由 了 从 而 由 * 所 唯一 确定 。 定 义 x — z,. HM 


e, y) = (y, Az). 


BH 
plr, y) — (Ax, y), MH x, y€ H. 


TOEUSUE.RUERE X BS A dH LO AGEMERET. 至 于 唯一 性 是 
TRAI. EE. 
912 ioi R: 中 区 域名 一 (€ C (Q): 是 实 值 的 }. 


则 
aln, p)-— f Go, Uboas,v,)dxdy,.u. v € c 
是 @ LER HI) 的 范 数 | - IL RIRURAETE SR. KE, CIQO), 
Hi») 的 定义 参见 1 中 例 4， 
Ou 
u. 8x ` Hy By ' ES uc D. 
DN 25 384[ 1.25 dx Sci EA XR, HOO) "Be EE X2 
v 78 + 


(u, p) = > {Í Orrdipdrdy, 
dier 1 i 


故 
huh 一 V Cu, wy 
“esas y 
一 lj Ge? ni + 5 Yaray] . 
容易 验证 


(u, & | (up + upp, jdxdy, a, e € D 


是 一 个 内 积 , 从 而 由 Schwarz 不 等 式 
jau, v)| — ffor, + up, )dzäy| 


«(I Gul? + In, laxay Y 


. (Haa: + ol Daray) 


< lellei. 
可见 atw,v) 是 按 HYO) 的 范 数 | - h ERE STONER PE RE 
AA. Sl pA Z 在 HiCO) TREE. MEL aCu, e) 可 以 
扩张 成 HQ) LBS RONERÍEIZB. 

以 这 个 例子 及 下 节 例 2, HO) 上 范 数 的 引进 , 正好 把 关于 
微分 算 子 的 一 Au 转化 成 作为 Hi CO) AANEREN pA 
a(u,v). | 


$4 Hilbert ARF, Lax-Milgram 定理 


1° Hilbert KEF 
设 Hoh, 都 是 Hilbert 空间 ,了 是 从 H, 到 H, 的 有 界线 性 
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F+, H A, hethen y, W 
IOSA, y), H x€ HH 
MJ fCx) 是 H, ED DEEA., EH Fréchet-Riesz 
表现 定理 , 恰 有 一 个 FEH, E 
f) -— Cr, y, 34 x € Hya 
这 个 y EHYA. ATEN 
T*y = $, 
容易 验证 TT 是 从 H, 到 H, 的 有 界线 件 算 子 称 T* 3% TH Hi 
Jbert 共 力 算 子 ,通常 也 称 为 了 的 伴随 算 子 . 
由 T* 的 定义 可 见 
(4.1) (Tx, y)= (x, T*y), Vx € Hi, y € Hi. 
总 之 ,对 每 个 以 H, 到 H, 的 有 界线 性 算 子 T， 总 存在 一 个 
M. HA H, 的 有 界线 性 算 子 T* EDAR. PR 了 是 由 了 了 
唯 - -确定 的 。 
例 ! 设 (e.6) 是 Rs 的 一 个 正规 正 交 基 , A 是 R" 
ERAT, Am (ag) EA E {ete} 上 的 矩阵 表示 ， 
MM E SIERRAK R, 


Gu di; "** Gis 


CAc tey Az.) 一 【et le y dnuc^* 


ath promo 


Sa da; 77 Gy 
RU 
Ae; -= >` Op. jT 1。 fi. 


CA I2),82 274 DD TUE SE k, s drum, 
CA*e,. 7i) = Ceu. Ae) 


— (o. > 2) -— Sk. 
i= 
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(4.2) Ate; — Y dues Em dou 
X AY dec. N Ek5BEEdOCRO» A* — (a^... RE 
A". 一 > afe, bm l,m, 
与 (4.2) 式 相 比 较 可 见 ú 


ah o a, bk ml, 5, 


du fu ` fat 
y iu d fa 
ai a ta 8 LII 


以 下 ,用 (H) 表示 Hilberc ZEH E fk 5RARVNCT 
的 集合 。 设 S.T € Haec, X 
($S + T>= — Sz + Pu, 
Cal `x = a( T x). 
(ST)= — S(T x). 
4 x€ H, ARRIE, S+ T, oT. ST € Z (HY. 
定理 4 ji os TES CHY. Hi 
(1) (S+ TO" — $* + T*. 
(2) CST)* = T*s*; 
(3) (T =T; 
(4) 对 常数 o € C, aT)" — aT"; 
(5) PTAR P T* paR, B. 
CT*) = (T70; 
(6) |T*l| = WT. 
证 CD.QUERZUSUE. EFORIE ny € H, H(4.1) 
(s, (T*)*y)— (T*x, y) 
— (y. T*2) 


. i 


= (Ty, x) 
= (<, Ty), 
k (r= T. l 
关于 (4)， 对 任意 r, yeH, 
(x, CaT)* y) = (KaT )e, y) 
= a(Tx, y) 
= (x, T*y) 
= (x. XT*y,5) 
= (x, (aT*)y), 
d lT)" = ATF, 
(5) HER z, y€ H. 
Gr, I*y) = (Iz, y) = Cr, y). 
AHIRA L4BAMETCOT 1, 有 1* 一 1。 由 假设 及 第 一 章 习 题 27， 
TT” -TT — !, 
根据 前 面 的 (2)， 
T*(T tt = (T !T)* = /* = I, 
C(T'iy*r* = (OTT = I* = I, 
再 由 第 一 章 习 题 27, 知 T* 有 界 可 逆 , 且 
(T 一 《了 
最 后 来 证 明 C6)， 从 
IT x — sup KTz,y)l, 
CH HEE 11) eT B 
[Tl - sup l7 xl 
edet 


一 sup sup l(Tx. y)| 


xil fiyhxi 


= sup sup (x, T*y)] 
(iy llet 

— sup [T*yl 
yta t 

- IIT *ll. 
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证 毕 。 
定理 42 设 H, 与 H, 都 是 Hilbert 空间 ,4 是 从 此 到 六 
的 有 和 界线 性 算 子 ,引进 如 下 记号 : 
N(AJA)2 (x€ H.; Ax — 0), 
称 为 4 的 零 空间 ， 仍 用 RCO R ARIER, RI 
R(A)BÍy € H,:y = Ax, x€ Hil, 
hil NA) — RC A*)S, NGA = RC A)!, 
RCA) 一 NCA*)*, RCA*) 一 N(A)-, 
证 HE xENCA), 则 4z 一 0。 从 而 对 任意 ye Hs 
(z, A*y) = (Ax, y) = 0, 
这 说 明 * € RCA*)+, 
如 果 re RCA*Y)+， 出 对 任意 y € Hi, 
Cdx, y) — (x, 4*y) — 0, 
dE Az = 0, Bl xz € NOA). mc 
NCA) = R(A*)5", 


根据 命题 3.1, 
R(A*) = (RCA*)))* 一 NCAY, 

其 它 两 个 等 式 可 以 类 似 证 明 。 

2° Lax-Milgram 定理 

定理 4.3 (Lax-Milgram 定理 ,1954》 设 B(f,g) 是 Hilbert 
ZAE EARKI RHEA, HAEE r, (ë 
(4.3) LBG > rfl. n FEH, 
WFE EERIE R RAZA IC), t8 nEH, 

K= BCF, z, YEH, 


且 


lead < — ll. 


这 个 定理 也 是 关于 连续 线性 省 函 的 表达 式 , 只 不 过 把 Fréch- 
et-Riesz 3 SU x Sl rh B PERMET 20 8 Re sell 2 VF CA SD EATER JE 3E 
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WERE B, z) 而 已 ,但 是 这 个 貌 不 惊人 的 推广 在 偏向 分 方 
EZE ENAP RRS ARN. 
证 ”由 定理 3.3 ,存在 有 界线 性 算 子 工 ,使 
B(f. g) = Tf a = Çf. T*g).Vf, ge H. 
由 (4.3》 有 
rif IBCF,DI — IC T* Iss Unmmm*t il, 


即 
(4.4) ril = WT*fl, vie. 
由 此 可 见 T* 是 单 射 的 ,从 而 《7T*): 存在 。 

往 证 T* 的 值 域 RCO) = H. WOOT RCT) 是 闭 子 
空间 .车 RCT*) = H. BUEBHEGE URGES peH IS R(T*) 
中 每 个 元 正 奖 ,从 而 

0- (Cp, T*p)| = 1BCo, p) > riel. 
这 导致 p 一 0, Xj. ME RO= H., Am (TO AH SJ 
五 的 线性 算 子 。 
根据 Fréchet-Riesz XIE, HH LERSE 1, 存在 
唯一 的 z€ H, fh 
f) — (Fo, M f€ H, 
E Mi= isi FERE OD = BLf, g), VEE H.BI 
Cf, s) = (f, T'g), VÍEH. 
必须 且 只 须 u= T*gs BD g= (T*)'u, MG4)58., 


lal < + rtp — pg — Ll oq. 
r r r 


至 于 z 的 唯一 性 从 := 的 唯一 性 及 T* RARE, ER, 
推论 (Lax- Milgram) 设 4 是 号 上 有 界线 性 算 子 ， 
a(u, v) = (Au, v), u4 EH, 
满足 | 
falm, a)i Z ru, r > 0, Yace H, 
则 4 是 有 界 可 逆 的 。 
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证 ”如 定理 4.3 的 还 明 , 相应 邦 里 的 R, — (Tf... XE 
在 是 olu, s) — (Au. o). 根据 RO =H RODRA A 
TES SER Vif B. 


KAY Tul =< — ull, M =€ H, 


1 
r 
BU (475^ EARA REEE 4.1 的 (5)，4 — CA**' 也 是 有 
S SDÉRS. jS. 

$2 32 Dirichlet 零 边 值 问题 


— Ar T f, 
4.5 I 
( ) N ee 77 D. 
这 里 如 是 复 平 本 上 有 界 区 域 。88 表示 日 的 边界 ， 
Pu On 3 
Au—9* p r, we CD, 
ðr ay 


ELOJ. i 
 —ísivc CQ 是 实 值 的 , 且 vla: > 9). 
j ur E B.M. Green 公式 f 


il (—Au)vdxdy 


"i 
Š 
_ jj * Wedxdy — |. Pa vda 
-= íf Vu Vvidxdy, 
$ 
这 里 Wu Yo e uw, tH uro, TEMAS AE SR 
(4.6) j| Vu Vedydy = H fsdxdy, H, o € Ø. 
D g 
75 EXER VETT WA [n 
alu, r) = i Vu Vedsdy 


I 


Cup, + un, )dydy, 


[ue a 


[^] 
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in$ 3 中 例 2 ,已 经 证 明 它 合 实 的 CNKS) ER Ho) most n 
有 界 的 双 线 性 泛 困 . 故 可 将 Cuo) 扩张 到 HO 上 .而 有 (4.67 
扩张 后 的 方程 

(4.7) alu, v) k j! Ívdzdy -— Cf tes t. € HQ). 


ü 
定义 41 EA sé HO) 
alu, v) — (fo rp, Vo € CO), 
则 称 = 为 边 值 问题 (4.5) 的 广义 解 ， 

为 什么 说 它 是 广 尺 解 昵 9 因为 “未 必 在 22 内 ， 还 该 指出 .从 
sE HCO) 的 定义 。 应 该 有 pE Ci (2), P7 1, 2, --, ER 
C. 0 EXPAT] < ETUA, ERAI. "ABR 5635" 
38m ub 


u| aa = 0, 
注意 ago) 的 范 数 


la [HE G+ n “dray] > Ml. 
[^] . 


Ë (o. Po BE HO») 上 的 以 ”为 变量 的 有 界线 性 还 冰 ,从 
fnr Fréchet-Riesz 表现 定理 , 可 以 像 了 之 共 斩 算 子 T* 一 样 定 
XM LXQ) 到 H(0) 上 有 界线 性 算 子 天 使 
(Co. Peso = (o, Kf, ç € RKO). 
而 从 定理 53.3, 则 应 有 Á € SCHC), 使 
alu, v) — (Cu, v, u,v€ HIC Q), 
现在 384.7 ME HT Wr sS E. 
(Áu, v» — CKf, v), Vv € H XQ). 
Bil 
(4.8) du-—Kf, 
从 Friedrichs 43855 (E111, 117— 118 IR) 
law, a)i 一 j Cui + u Ddxdy > a jj mdrdy, 
o Du e . 
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(: + A)lats, "T >|) (u? i )dxdy 
+ J) wdxdy = |l. 


Aik, usw) 满足 定理 4.3 之 推论 中 的 控制 条 件 , 于 是 4 是 有 界 
可 道 的 ， 亦 即 上 述 这 值 问题 的 广义 解 存在 且 上 唯一， 并 且 还 是 稳定 
的 。 

3° 可 分 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 的 矩阵 诅 达 式 

以 下 总 进 五 是 可 分 无 穷 维 的 Hilbert 空间 ， Pis Pis” Pas 
ede HEERE. Ei re H, We 可 唯一 她 表 成 


x7 >; Skis 
dd 
这 里 


š, 7 Cx, Q4) 
称 为 上 对 于 坐标 架 io.ll- 的 第 下 个 坐标 。 又 


> Ië FP = ei < o, 
ED (¿J € P, 
设 y— D ei € H, 则 有 内 积 表达 式 ( 见 习题 3) 


(4.9) (x,y)— D Eba 


AELH BI ax 一 人 stdgi 从 而 Az BS eub 
标 为 


(4x, pa) 一 £C Apa. qu) — 21 oss 
kimi 


kmj 
这 里 
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(4.10) 83a Ass p.) m, k= 1,2,: 7. 
一 般 称 Costea 【也 下 简写 成 (a2) 289 CT A 3533558238 
{pil HIERE. 


同样 对 AREATA, FZ BSV BU BEDE GE Je 


(4.11). a CA vu. Pa) Cpr Ap.) m (Ho, gu) T 
-— LN 
由 定理 2.3 h 
>; la, 一 >; Kapris 0.21 > Ae, < co, 
n=l e= | r 
同样 B 
> lal: 一 > ial? — ld pll « o. 


Ec Ui BE Qa) 的 列 向 量 与 行 向 量 都 是 P 中 的 元 素 。 
BRAT A, B€ Z (H) STEPA (ghi IER RIS 
(052, (b). 059€ C = BA ATARE {prt im HERE., M 
ca (Cp, qu) T (B Ap qu) =m Lape B* qi) 
与 


dp, — > LAP Pad Pas 


ml 


B* p, => >; (8*g;, 9.29. 


ml 


由 公式 (4.9) 以 及 (4.10) 与 《4.11) X, Š 


(Apo B*e) — 93 Gu pa) B” p, Pa) 


w 


一 全 un 


a-i 
-— > daibine 
[bk 9 
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TERR C| BA KTERE [gin BPO 
ru T > Binato 
这 与 普通 息 阵 乘法 的 公式 极 相 似 ， 


= 是 


1. 设 XX 是 内 积 空间 、，ryy € X 都 是 非 零 元 ; 试 证 明 : 
Gi fui z 255 y 正 交 ,多 x 与 ?线性 开奖: 
(i) z 5 y» IE OUR SR AR PEE UE E =, 
fx + ay] = x — ayl; 
Gi = 与 ? 正 交 的 充 要 条 件 是 对 和 三 意 数 =, 
|= Roxy zm ael, 
2.14 ten}? BARZA PA EREE, MAER t, ve X, 


D esens LL 
3. 设 [ea 是 Hilbert 宅 间 中 的 正规 下 交集 ， 
z = * LIII y m * Bafa, 


B-j ml 


试 证 明 : 


(=.y) -= >; a. as 


Hom ep M fer 98. 
4.j* {su}, 是 可 分 Hilben siHIHORQQE MEE Ede. UER: Et =, 


y € RH, 


(s y) = > (r, e.) [CR 2.) , 


LE 


EE EE E sposa | 
s. ip pj R" 中 一 个 区 域 - 令 LD) 表示 所 有 的 p i E Jar 655 


值 函 数 六 sz) 按 逐 点 加 法 和 数 冬 形 成 的 线性 襟 间 , 设 
C, -| Kx) g(s)dz, X4 !, e LCD), 
试 证 明 ; EMD) Sd LES Ret Hilben jj, 
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6. 证 朋 : P(ps62) 不 可 能 是 内 积 空 呵 . 

2.11 (ele H 是 线 性 无 美的, 验证， 按 Schmid: ERER. 407 
到 的 集 (v.) 是 平 规 正 充 棠 ， 

8. 1E ROSE EEOESÉ 3.1) 中 的 唯一 性 ， 

9. 设 - 是 二 的 一 个 线性 流 形 ， 证 组 : 

G) 4t 是 妃 的 子 空间 。 

GD A = AL 

Gi fni& A, aE HRE RE E CIVI. rca, 

10. IEI: H* 按 如 下 范 数 

Nf 一 uD [sj 当 f € H*, 

Jé 75 8 ER EE ES Z= |a, 

11. 证 明 : 对 任意 s € H, 


[sl — sup [Ces Di 
"xd 


12. WEA 3. 3:p 0 4 E. t F akui T, 
13.12 (e. M. JÉ Hilbert ZR H fi — - IE SIE 22 E Ta EXE REI r£ 
H, ` ' 


peit 一 2 eni’, 
# (en. RERU. 
Wb eun Fo 是 日 中 的 两 个 正规 正 交 集 ,适合 
> le. -— EI, 


a=) 


斌 证 明 : (0I o 是 完备 的 当 且 人 充当 (I.S 是 完备 的 . 
14. 设 了 基 从 Hilbert 空 闻 H, 到 H, 的 有 界线 性 算 子 * 证 阴 T* 是 从 
H, 到 FE, 的 有 界线 性 算 子 . 
15. T RR Hilbert SAH EARST WEH: 车 对 一 切 z e H, 
Re(Tz,x) = ON T + T* — 0, 
16. 设 工 是 P 上 的 有 界线 性 算 隆 : 
T: z = (Ë,s Ene. Eae jI r am (7Jasassses7as ce) 


其 中 


Za = > AEs "= 1, 2s-.-, 
&-i 
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Lir T* 是 下 的 伴随 算 于 : 


T*: z = (E, rres Euse TEx = (nf, Ws qi). 


而 且 


sr = M ahnBe m= U, 2... 
b-l 


WHER: 


af, = dans Bs PEE 
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第 三 章 Banach 空间 上 的 有 界线 性 
- "i 


$1 有 界线 性 算 子 


1? AFHR 

在 第 一 章 5 7 我 们 引进 了 有 和 界 绕 性 算 子 的 法 念 ， 设 X,Y JER 
性 瑟 范 空间 ， 以 下 记 全 体 兴 外 到 Y 了 的 有 界线 性 算 子 为 (X,Y)， 
而 €/(X,X) 简 记 为 £ (X). iB4 e (XX,，Y), 我 们 知道 4 的 
范 数 为 


lal — sup lx = sup lizfzll 
TTET mrzm 
一 sup El 
sai [ixl 


Wim L. Garding 所 说 : “事实 证 明 , 范 数 是 一 个 强 有 力 的 工具 。 
我 们 机 以 利用 它 于 一 大 堆 事 情 . 《Li 第 112 页 》 

例 1 设 KG z) 是 Ox, ¿=ç l 上 的 连续 熙 数 , 则 5 (0.1 
上 的 积分 算 子 


CANG) — | KG, Deden z m C) E CL, U, 
的 范 数 为 | | 
iMi — sup È KG, DU. 


事实 上 ， 令 ， 
M un J, KC Dna 


由 于 l 
IC4x2CO < |: IKG, 1 xe) de 


. 92 e 


< llf IKG, ldt, 
Az] = sup ICAC 
0 了 


< | zl sup | KG) Lt 
Duis; Ju 


= Miei. 
可 见 Mi x M. 


另 一 方面 ，| IKC ld Bo < s< 1 EEREN, Bk 


有 [0,1J 上 的 点 ss 使 | IKC Dide — M. + 


ED — sgnK(s, DD, 0 =<: = 1, 
Hj ALOEL, IERT ul 1gdgs SERE, H. 
| KG 0802€ — [KG Dhar — M. 
RE Jlysua 定理 ,对 任何 8 > 0, 810, 1] 上 连续 函数 TO), (E 
[二 全 | e 1, E 
mre [0, 11:xC) 2e AGO « 8, 


对 饪 给 s 0,4 5 一 2;, 这 里 C 一 sop [KG,D|, 由 上 述 便 


4 s€ C[0,11 jA < 1,8. E26 € [0, 11:30 2e A COT 的 测 
度 小 于 35, 从 而 


|| c DEZO — taea | 
- || KG, (ZG) ~ cya] 
= 2CmE =< a 


Q lie ign # 定义 为 


W. ~, 
agn z = 
s/|zl>s 3$ “六 0 


KH s, (sb ARR S ER ME c nud, 
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TE | | 
(CARI) 


一 Ú K(s, Oz 


= | kc. Dk 
+ | KG» DIZE) — coa] 


> Ir |Ks, r) [ds 


| KG DTEC) — ADIA | 
= M — z. 
从而 
laži Z M — e. 
因为 el s 1， 所 以 Al Z0 M — s. His RERAN AX Al > 
M, aZ lal- M. 
命题 1.1 若 4, Be e(X,Y), e RB El A+ B,<=4A 6 
£g (X,Y), ifi E. 
l4 + BI = Eun BI 
lll — olli 4l. 
BEP. 4p — 0 当 且 仅 当 4 一 0, 兴 而 S|(K,Y) 按 算 子 范 数 是 
£x VE WEG 2 IRI, 
这 里 A+ B, o4 是 逐 点 定义 的 : 
(A+ Box = Axt Bx, (oA)r => a( Ax), Vx € X, 
证 由 算 子 范 数 定义 
jl4 二 让 一 UP, CA + BO 


= Asp, lAl T [B xli? 

=< sup Arl + sup Bzh 
izi= izi= 

= |All + 181. 
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其 它 的 由 范 数 定义 也 不 难 证 明 . 


+ 


命题 1.2 设 苞 是 线性 网 范 空间 ,了 是 Banach 空间 , 则 


红 (X,Y) 也是 Banach 空间 。 


证 由 命题 1.1, 只 须 证 阴 S(X,Y) 是 完备 的 ， 设 4} 


是 (X,Y) p Cauchy 序列 , 则 对 性 何 xE x, 
l4, — Anxi x lA, — ALII 


可 见 {Ar} 是 了 中 Cauchy 序列 。 而 Y 是 完备 的 、 故 有 唯一 


的 y€ Y, fE lima, — y. 现在 定义 Arey, 


25 £e E MfG 


空间 的 Cauchy 序列 是 有 界 的 (参见 第 一 章 习 题 和， 故 存在 常数 


M > 0. 使 INE M, n-1,2,:**. 则 


Axi — m A el < im Ael < M zl, 


可 见 4E S (X, YO. X 
la, — All = sup ICA. — AY 
= sup lim q1CA, — Andrl 


[ =i 


* lim WP ICA, — Anri 


= imj A, — Anli — 0, $ x —* oo, 


UHE, 


对 于 Banach 空间 X, $^ (X) 不仅 是 Banach 空间 ,而 且 是 
个 代数 (关于 “代数 ”概念 ,参见 [17],Y.1.3)。 因为 对 任何 A.B € 


L nJULdu F ENRE 
(ABOx = A(Bx), H x€ X. 
A RE 


命题 13 设 4, BE (X), W ABE (X), B. 


TAB] = ANSI. 
TESI AHER HR n 
iA] =< Al”, 
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WX 11 igl- Ej. 都 是 线性 空间 关上 的 范 数 , 如 果 对 并 
中 任意 点 列 [xs jx, 一 0 AS leslo, MEER | ll 
强 了 于 小 1、 如 果 两 个 范 数 中 任何 一 个 都 强 于 另 一 个 。 则 称 它们 是 
等 价 的 范 数 。 

FRM (X, o #j <X,1 - 0» 的 恒 等 算 子 1. Su PRI s 
强 于 半山 实 即 三 为 连续 算 子 。 从 而 存在 常数 上 > O, 使 

ixl; — xl; m sls! Vx € Xx. 

由 此 我 们 容易 得 到 

命题 1.4 线性 空 刘 X 工 的 范 数 作业 与 外 小 等 价 的 充分 必要 条 
件 是 存在 正 数 nu. r, 使 


n < B < r, 8 x > 0, 


2° 教学 中 的 众多 阿古 导致 寻求 
Axm y 

这 样 方程 的 解 ,这 里 A 是 从 线性 贼 范 空间 XX 到 Y 了 的 如 性 算 子 。 当 
用 基 单 射 的 时 懂 ， 如 同 在 常 微分 方程 论 中 常 要 讨论 解 的 稳定 性 那 
样 , 我 们 还 要 他 解 AY 关于 ?了 是 否 连 续 ? 

命题 1.5 300 X.Y 都 是 线性 县 范 空间 ,A: 久 一 了 是 线性 映 
射 。 那 和 4 是 单 射 的 ,有 旦 定义 在 ROAD) 上 的 算 子 A47 是 连续 的 
3E 4 EB MEE EXE m — 0 使 4xll 2 mirli, Vz X. 

证 EDIE TA dx — O AS r= 0, Hk AK 358 D 
的 . 从 而 4^ 是 定义 在 RCA) 上 的 线 人 性爱 射 ， 设 y Ax, W 
x 一 4299。 由 假设 ii 2 ehay UL 47 是 有 界 的 .。 0 

条 忻 还 基 必 要 的 、 盏 则 ,对 每 个 自然 数 n. € zr。 X, (Ë 


lael < 二 eol. 


设 y, — Axas 则 


由 省 < + pau. 
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可 网 4C 不 是 有 办 的 ,与 假设 47 是 连续 的 当天 。 证 毕 。 
定理 1.1 ZX% Banach Zj, Ae SCX), H 41 < 1, 
MLI — ARARA, B. | 
(DD =, 


n-i 


IG 一 Ay M « — 


这 里 私 一 1 了 是 恒 等 算 子 ， 
证 M d4t sm At. 8m 1,2, ---, lal =< BJ DE VOD 
239 Banach 空间 ,可 知 


二 Al ° 


> 十 一 1 十 4 十 在 十 


按 算 子 范 数 收敛, 且 其 和 在 se(X) 中， 注意 ， 对 任意 自然 数 n, 
(I — AIt Á+ :: + Ar 
= (I+ A+ :-- Xr — 4)—1— Att, 
而 且 len| =o $ n= o, EARS 
a — (2 4)- (x 4")Q — 4) - t. 


LE JU 


由 第 一 章 习 题 27, 可知 1 一 A 是 有 和 界 可 逆 的 , 且 
u- E a, 


LL! 
从 而 
I — 4)^ | = ili 
IK ?中 > | lt 一 一 一 
iHi, 
例 2 考察 积分 方程 
(LD) f 一 j. Kla, y)FG)4y = g), 


这 里 K(x, y) 在 Isr, y&1 Ex, ge C[0.11. 
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引进 筑 子 


(APG — (KG. y)GDay, fecto, t. 
WODZE 0 
(1.2) (I — Aji = z. 
根据 定理 1.1 DILE 


lal ,sop | IKC, play <1, 
则 方程 (1.2) 对 任意 z€ CI0,1] 都 恰 有 一 解 
f—-— A): — 5j 4g. 


nm 


一 般 称 上 式 右 端 的 Z dg 为 Neumann 级 数 。 


正如 标量 情形 一 样 , 可 以 证 明 Banach 空间 中 的 级 数 > =. 


收敛 (或 发 散 ), 当 Hm Vel < K 或 >1)K 参 见 17], 第 322 页 )， 


HEATED nan] KER. 
定理 1.2 对 任何 A€ (X), 


im VIA |= int ViA i. 
证 Wr- int VIPER Him Vidt] > =。 为 此 只 须 


求证 lim Vidt < s. 


根据 下 确 界 定义 , 尾 给 e > 0, 必 有 正 整数 m. 使 
. Vael erte, 
对 任何 自然 数 s, DATNE k.L,0 < 1 < muli n = km + 1, 
于 是 由 命题 1.3 可 得 
Mel «Lam =< anm A. 
从 而 
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VTA la A < + ee) al, 
mete — 1, 二 一 0, 当 n-— OD, 故 


lim V | 4*ll = r + s, 
e 是 任意 的 , 即 得 所 欲 证 不 等 式 ， 证 毕 。 
例 3 ib Ke, D # ams,c eb 上 连续 ,对 Cle, 5] L 
的 Volterra 积分 算 子 


Wae) = | K(s, DxCOdt x = x(5) € Cla, b], 
< nu max IKs, 1, Kj 
(x61 « j. iKG, lixe) de 
| < als — 2. ` 
LOE | iKG, £1 ICV x0 de 
< | =+ nllo — adr 
- exa ee 


一 般 地 
IXO < pls E, n= 1, 2,2 
从 而 
[Vtal — max IV) 
. s<: < 
= z" ||>1| =, s= l,2. 5, 
故 


ir" =< n* eT, n= ],2, 


因为 "ny 一 oo: 故 
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lim Viv" — o. 
命题 1.6 HARTE AEX), Rau 4 是 4 的 连续 
BR. quEL SCX) 中 金 体 有 界 可 逆 苑 形成 一 个 开 集 ， 
证 Gk od.€ VOX) RURALES, M 
A — AL— CA, — 4) — AI — Ag CA, — 4) 
到 习题 5 可 知 , 当 444 Al END, A BEAR BIER, E. 
A7 = [1 — ACA, — 0) 


— Ae D LAPCL — DA, 
4-1 


HALA 一 Alle, ddsiCA, 一 ADV m 1, 根据 定理 Ll, 
I — ASCA,— A) Hoi. B. EX Ad. TUE 
l4 ' — A'l 
< > Az CA, 一 DU Ls? | 
< AA, — OD ELA] 
1! 42 CA, — DII 
bsp 
1 — b llt, — Al 
由 此 可 见 4 :是 4 的 连续 函数 。 证 毕 . 
有 从 上 面 的 论述 可 抑 , 范 数目 ， 1 起 到 绝对 倘 的 作用 ,许多 标量 
级 数 的 结果 大 都 可 以 推广 到 Banach. 空间 (X) 的 情况 .但 也 
不 总 如 此 ,例如 ,对 标量 级 数 有 命题 : TARR 当 且 仅 当 绝对 
收 襄 但 在 无 穷 维 空间 ,这 命题 是 不 成 立 的 。 已 有 人 人 证明, 这 一 命 
题 的 成 立正 是 空间 为 有 限 维 的 特征 。( 见 L261) 


$2 Hahn-Banach 定理 


V 扩张 定理 


E. Schmidt 在 1908 年 曾 考 察 Hilbert 空间 上 由 无 穷 维 线 
D  HuRE SOC li dE fe ECCO sf E A CT iU iR 


l4, un Alla 
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性 方程 组 
(2.1) Cass z) m ce n — 1,2,***, 
这 里 doll, 是 P 中 任意 的 一 串 线 性 无 关 的 向 量 ,而 {cah f 
mt^ 

俩 1 若 有 常数 M0, SOSUIHEEBBMASESEX {hie 
都 有 


o» —— Enel 


Tu 93 8E £R EE EE:H (2.1) a — NE. 
设 由 deh ARTERE A, EN 
Flag) = C}; k= 152 


一 般 地 


(> un) -5 Aieko 


k=1 


His 
| (22 n) = |> MU 


» 


'k=1 


故 卫 可 扩张 成 Hilbere 空间 € LRA EREEISSS. mig Prec- 
het-Riesz 表现 定理 ,存在 x, € o, 使 
fa) — (z, x), 3 rE, 
TE 
(ez, x.) — Flag) m ez, & — 101,2, >, 

Bl x, 是 方程 组 (2.12 的 一 个 解 ， 

HX, F. Riesz WA LIDOU < p < o0, 1 RS. iy CIH] E 
的 无 穷 维 线性 方程 组 

£01 。 


+ 


(fg ~ e j= 1, 2 ens 


这 里 gy ELeCD{-L + 1 — 1] 是 线性 无 关 的 ,试图 寻求 议 足 上 述 
f q 


方程 组 的 Pe L'(D. 他 在 类 羽 于 (2.2) 的 条 件 下 证 明 方 程 组 确 有 

一 解 ， 

WE Eh {aha RA Lt(I) RAFE ARRA 1 使 
H (g;) = 6,177 1,2,-... 

IFE E. Helly 在 1912 年 首先 看 册 在 类 信人 2.2) 的 条 件 下 ， 1 可 以 

扩张 成 整个 LU) BARREA. AMEE IELI) 使 


«— Gp — | fa ds im 12. 


《参见 5 4 中 定理 44). if, Helly EBE — A BR PRU HE AUSSI. 
而 不 只 是 对 特殊 的 S, Lt 或 Cla, 5] 来 研究 的 。 其 后 ，Hakn 
在 1927 年 又 加 到 Hely 的 工作 ， 使 用 超 穷 归纳 东 解 决 了 一 般 
Banach 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 扩张 问题 ， 
定理 2.1CBanach 扩张 定理 ，1929) it IO ERRE ZR 
下 中 线 件 流 形 G 上 的 实 线性 泛 防 ， 如 时 
O) AX LARZA P, 使 
PCx + y) < p(z) + p(y), 
px) eple), M : Z OÓ, 
(2) fé < pG), 9i <€ G, 
MEX ERREZA FQO,. (8 
FO — f(x), H x€ G, 


H 
F(x) < pOO, M x€ X, 


证 若 G 一 天 ,定理 是 显然 的 ,下 站 假定 GSX. VW x= € XN 
G, FBW FERRAR 
Alin tar ELN, EGL 
它 是 包 售 zx 与 6 的 最 小 线性 流 形 。 先 往 证 在 A 上 存在 实 线性 
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ER FIG. C 
F {x)= LEDE M x€ G, 
(2.3) F Cr) b Mb rE M, 
Ë F (x) — r, 《待定 )。 根 据 对 F, BER, AA 
F Cr, + x) = AF Qn) + f < pr, + x). 
S 1ER, x€ G, 


因此 
(2.4) Ar, =< plr, + x) — f(x) 
对 一 切 2 0, z€ G 部 成 立 。 以 下 分 两 种 情况 来 讨论 。 


Mb >O, 


nZ + (PC, + x) — 1G 


"(s + is) (1 :) 
- pin + x7) — Hx), x € G. 
当 d < 0, 
nm x [plix, + z) — £61 


A 1 1 1 
- f (5 ntu j= (iii 3! 
= —[P(—x + x") — f"), z” € G. 
m RO DHH T 
(2.5) —p(—x, + x”) + f(x) = r, <€ px, + x”) — f(x), 
Ye, x € G. 
要 看 这 样 的 ">， 存 在 必须 且 只 须 (2.5) 式 右 问 和 握 不 小 于 堪 端 ， 即 
IK) + Kx < p(x, + z) + p(— x, + x”), 
Yr, z” € G. 
而 假设 (1 与 人 27， 
Kx) + f(x") = fO + x7 p + x”) 
<= plr + x + (—x,) + z”) 
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< pix, + x) 十 太一 + xy, 
Vr. É G, 
由 此 可 而 (2.5) 式 右 端 确实 恒 不 小 于 左 端 。 兹 令 
sup. [—p(—z, + x”) + Fx] < r, 
< inf Epl, + z) — Kx). 
外 如 此 六 所 确定 的 线性 证 羡 F. Ga) WAKRA EE C2.35, 


TA RREA g(x) ,其 定 疼 域 记 作 SPI. nm 
GC £g (g), 


E 
gx) - i(x), š x€ G, 


gx) < pO), M +€ 8g), 
则 称 g 为 了 的 扩张 。 没 了 的 所 有 扩张 的 集合 为 加 ， 规 定 地 中 的 访 
如 下 : E z. n€d4. HBH. Əm(zg)C@ Gn g(x) nOD, 3 
r€ (pg), U e, e, FTES HEAESEHSESARE HRS. p HE 
füsu44 RETO 多 ， 可 以 作出 实 线性 泛 孙 A(O.(R 
PA= |] Zo». 


ges 
AG) = gir), HÀ re o€ 27, 

则 áe Z, HoM-U ge. WA h, MAEZ 的 上 界 ， 根 
据 Zorn SIR, M 中 有 极 大 元 F. 当然 了 REPRISE. 如 果 
CF) e X, Minhi R $8 —58 42) BWEHH, F ETELRES UE ,这 与 了 的 
RRETA TE F P X DSESERUEIZPÉ.UEUESAE FBÜUDSBDRG. 
ur EB, 

上 述 定 理 本 质 上 是 实 的 ， 在 它 出 现 十 来 年 后 才 有 下 面 复 的 扩 
KEH, 

EH 2.2 (Bohnenolust-Sobezyk, 1938) 设 f(x) 是 复线 性 
ZEX RAE G ERREZA. 如 果 

(1) £ X EXA ple), 使 

Pie + y) < P(z) + PO, 
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Plax) — loaip(x), Ve € C. 
(2) |/G)| < pee), 3 x € G. 
WFX LRA Fe) ,使 
FC — fa, 3 x € G, 


且 
|F (| < pO), 2 <€ X. 
证 Wio 的 实 部 为 FG), BRA hGO. 
即 
L.G) 一 + O 十 fx)], 
fü) 一 = [fx 一 f(1. 
则 


fo) — FC) + iG, 
而 且 fGO, fO 部 是 G 上 的 实 线性 泛 防 。 注意 (a) 是 复线 性 
空间 上 线性 泛 卫 ,因此 
ILF C) + i2] — ifi) 
= jfCix) 
= jir) + iflix), x € G, 
比较 两 端的 实 部 , 便 有 


AGr) = fhlr), x€G, 
从 而 


JG) m AO — if (x), x€ G, 
这 说 明了 可 以 由 其 实 部 唯一 确定 。 
因为 复线 性 空间 也 可 以 看 作 实 线性 空间 , 故 玫 可 视 为 实 线性 
WE G CEKA HZA, ro E. 
LO) fx  p(x). 34 <€ G. 

出 定理 2.1, f, F] ELS RRES X ERSSCERTEIZIN F.,, H. 

F CG) jr) H x€G, 

F,G(x) < p(3), 34 x € X, 
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令 
FOD = PG — iP (ix), x€ X, 


WAR. Fat y) = Ft F(y); 当 上 是 实 帮 时 。 
F (tz) = zF (x), 


F(iz) = F Gr) — IF (—x) 
= IF (<) + Fir) = iF (x), 
Bk F (a) die REZSEUX EREE. 
当 x €G, 也 有 ix € G, Mil 
F (z) = Px) — F (sz) 
= fx) if) 
= fu. 
EQ x€ X, Up F) > 0, 4 0 = argF (x), MH 
|F(x)| = Feje " — F(e^"x) 
= ReF(e "?x) 
= Fe) 
= ple Ux) = px). 
如 果 F(x) c 0Q4CHEX D uESABEGT. EE, 


定理 2.3 (Hahn-Banach, 1927) %FF2R8bbE 08025 28 8 X 4 
HEE G 上 的 连续 线性 证 国 fC), EAX LNE iR kh EZ A 


F(x)， 使 
CI) FC) = fCj, 3 x € G, 
(2) üFli — Hilo. 


这 里 lfl 表示 了 作为 @G 上 连续 比 性 泛 函 的 范 数 ,下 同 。 


证 
PO) — lflelzl, = z € X. 


不 难 哈 证 f, p 满足 定理 2.2 的 条 性 ,于 是 存在 了 上 线性 江阴 F (x), 


Ps] flr), Ei x€G, 


IEO < POO = llilallzll, 3 x€ Xx. 
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因此 F 是 XX 上 有 有 界线 性 泛 函 ,而 且 
| FA = fils. 
但 F 是 站 的 扩张 、 因而 F 的 范 数 不 会 小 于 了 的 范 数 ， 凤 |F) > 


le。 总 之 
IFI ~ Wille. 


ur. 

Hahn-Banach 定理 的 重要 性 首先 在 于 下 面 的 几 个 重要 推论 . 
例如 ,我 们 有 

命题 21 设 式 是 线性 隋 范 空间 , 任 给 非 零 的 x, € X, AFE 
X ESES ARTEZA f Ee 

(D IA = 1, 

(2) Fed = fx. 

证 取 G — {exe € CY, sm 

fCax) = oled, aÍ € C. 
MU G EXTERE, F 是 G ExESTRPRMEZEIR, H fille = 1, 
x) = leal BEETA 2.3 SIHL4pENOS E Ut, 

这 个 命题 说 明 在 非 零 的 织 性 赋 范 空间 上 、 总 存在 非 零 的 连续 
REZA, 但 是 对 一 般 的 线性 距离 空间 ， 这 可 不 一 定 成 立 。 试 帮 
第 一 章 8 8 中 例 4 所 说 的 空间 SED,IT, 

例 2 sio, U 上 没有 非 零 的 过 续 线 往 正 函 . 

假设 $[0,11 上 存在 非 零 的 连续 钱 性 还 落 x , 则 存在 非 叭 元 
sE S[0,1], fd x (x,)== 0, FEF 


pe w ele, 2). 

x, (z) — 

to, MP #1E€ = |. 
: , 1). 

sof 3 e fo i) 


TOM e|. i. 


ID 


则 z... r, € SEOL ME < 一 ,十 x， 于 是 

rn) = Clen) + xr). 
可 见 (x), 一 ji, 2 中 必 有 一 个 非 畦 , 记 满 足 x'(n = 0 的 革 
个 x4 为 z. 如 此 继续 下 去 ,将 有 一 串 (rn ES, 1], È 
c, xr (s, ) A 0, MA 


{re [0, 1x, CO >= 0) 
包含 在 一 个 长 度 不 大 于 2 的 区 间 Z, 中 . 令 yO 1 , xO, 


=, 


MI y, € S[0.1], H 


PA} 
(o. eh 


-| yD 4 
ty 
< mL) 


2 00， 
但 是 


z(y.) 一 1 ela) un l, = l,2,: tn 


这 和 与 二 的 连续 性 矛盾 ， ' 

命题 2.2 XERRO, E EX BJ T IH. n8 E. 
则 存在 瑟 上 有 界线 性 泛 函 了 满足 

(1) f(x) — 0, À4 r€ E, 

(2) fix = 1, 

(3) Wf — 1/4, 
这 里 dédist(z, E) > 0, 

证 JR G= {or 二 zt € C, x€ EY, SE S 

fler, + x) = z, X zx, + x € G. 

易 见 时 中 包含 的 线性 流 形 ,f， REG LEHA., EE f E 
AFAJ H Mlo |= 17d. 

BRIERE rz + y€ G, KE a e 0, 
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lax, + zl = lel |z + I <|> la |z, 


故 
[F.Cazx, + x2] = lal < + lex, + zl. 


当 一 0 时, 上 述 不 等 式 显然 成 立 。 由 此 可 知 ， EERW, A 
fle < 174. 
kah Hs s> 0, FE % € E 使 
lix, — ml) < 4 + s, 
于 是 ,对 任意 的 e € C, 
lax, — ex. = dall, — xil & laid + 8D, 
故 


Cas, — ax] = lal 2 los, — sal, 


从 而 


=> - 
ile > - 1. 


s > 0 是 任意 的 , 故 fle P 总 之 ， le 1/4, 


最 后 ,对 G, £ 应 用 定理 2.3 恒 知 命题 为 真 ， 证 毕 ， 

命题 23 iM ESP WI YS RDXBEPENDÉ, x,€ X, Wi 

x, EM 过 对 及 上 任何 连续 线性 泛 函 í, 

f(x) —0, Vx€ M, HE Hx) 一 0, 

证 这 是 命题 2.2 的 直接 推论 。 

推论 设 5 是 线性 赋 范 空间 XX 的 子 集 、x, 和， 出 

x, UIDES 中 向 世 的 线性 组 合 来 记 近 «— 对 X 上 任何 连续 
skt DE f fC) 一 0, Vx 6 S, D w fin - 0. 

证 只 须 取 命题 2.3 中 村 为 8 中 元 张 成 的 线性 流 形 即 可 。 — 

下 是 鉴于 这 个 推论 ; IA BS Habn-Banach yE RE Er gË EE Jt Es 
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有 还 近 问题 之 经 典 方法 的 基础 。 

命题 24 设 . 是 Banach ZAX iA RETZE, 则 有 XX 

的 子 空 间 A, E 
X= AtA, RN 0}, 

证 设 2 是 # 维 子 空间 ,其 基底 为 x... z. BEWE 
zB fttt Xie Wao" z 给 成 的 子 空间 为 A j= V, 
-…，r， 根 据 命 题 2.2 FEX LUE BN REZA x; 使 

. 1, Mo k — ji. 
CEN as 
A3 E 
P(x)— $3 xi()xj, <€ X, 


ial 


PIEP X Lakin T. H p HER RP) 一 A, TR 


z P (zy) 一 > xji(w)xi (xz; ) = r 
;=1 
故 对 任何 x€ X, 
PiCx) 一 PCPGO) 一 D>) xi CPG, 


k=1 
= $5 xi(z)z I POD, 
k—1 


设 

| N = N(P)A (z € X: P(r) = 0), 
EE o). REX. 
kz €. SK. Wre W3M3E/4 ye X, (B x- PD. 
XM x€of, iH 

Qe PG) PCPG) |= P (w) = x 

ük 4 0f — (01. 

现在 ,对 尾 给 的 x € X, mH 

x= P (x) + [x — POD), 


: 407 


D x — PG), u—xr— PO. z € od, fm 
Pir) — P (z) — P'(x)—0, 
故 x; Š AF Z 
X = Atr. 
HEHE, 

Bamm 2.4 中 的 两 个 子 空间 Z 与 LÀ XE ABIRE E 
fe. 把 一 个 空间 分 解 成 拓扑 互补 的 子 空间 ,这 件 事 在 算 于 的 研究 
上 是 重要 的 。 可 惜 对 于 一 般 ( 其 至 可 以 说 相当 多 的 》Banach 空 
间 , 不 能 关于 它 的 任何 子 空间 都 存在 与 之 拓扑 互补 的 子 空间 。 E 
EE, F. J. Murray 在 1937 年 就 已 证 明 甚 至 在 LA Ip < 
2) 这 样 好 的 空间 中 都 存在 子 空间 ,没有 与 之 拓扑 互补 的 子 空间 ( 参 
见 [34]》， 但 对 于 Hilbert 空间 互 ， 芭 为 有 所 谓 的 射影 定理 ， 情 
形 就 好 等 多 .对 于 五 的 任何 子 空 站 A, A EES o hd] 
RZEZ. REHN, J. Lindenstrauss 和 l. Tzafriri 证 明 
在 尾 何 不 与 Hilbert $ AAAA Banach 空间 中 都 存在 子 空 
间 , 汕 有 与 之 拓扑 互补 的 子 空间 . (A Hl,[ 321) 

下 铭 我 们 来 谈 浇 Hahn-Banach 定理 的 几何 解释 . 

对 三 维 空 间 上 的 线性 泛 函 

f(x, y, z) = ax by + ez, 

RR Cr, y. z):if(x, y, z) 一 4 CHORO) 正 是 三 维 空间 中 的 一 
”个 亚 曾 。 所 以 对 一 般 无 穷 纵 的 Banach SAX LaUxESR HETA 
fs， 人 们 也 就 称 点 集 

[r € X:f() = e} 
为 蕊 由 的 超 平 商 , 这 里 ”是 常数 。 MEXEM, z € XN 
M ,我 们 称 点 集 g 一 x, + Meint rire M) o6 X iiS, 
下 面 的 命题 对 于 三 维 空间 看 上 去 是 明显 的 ， 

定理 24 《Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 ) lX esok 
赋 范 空间 , 若 革 中 的 线 社 入 8 与 开 球 下 不 相交 , 则 有 起 平面 晶 包 含 


-Ille 


# 而且 与 下 不 相交 . 
证 不 妨 设 K= {ril 之 1}, z w + M. M 是 线性 流 
JE, x< & M. M] M 是 区 的 于 空间 ， 由 假设 5 与 KK 不 相交 , 故 对 任 
B x€ M, |x, + x] > 1， 于 是 8Adist(s, Mp 1. Big 
2.2 ,存在 和 上 线性 证 画 1， 使 
(1) Fo 一 0， 当 EM， 
(2) Ka.) 1, 
(3) df — 1/8 1, 
5E SLEBSIE TH 2 
H = [x€ Xif(z) = 1}, 
MAER ze z, Armenta, w€ M. TE 
fO) = fCOn) + fin) = 1, 
所 以 CH, X34 z€ K mb [elel #& 
HOIE zl < 1 
可 见 ra H, EE, 
反之 ， 人 了 从 上 述 之 Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 也 能 准 出 
Hahn.Banach 定理 的 解析 形式 , 即 定理 2.3, 
假定 定理 2.4 nor. 对 性 给 的 线性 流 形 G 及 其 上 的 非 零 连续 
EISE fO), F 
g= [x€ G — 1j, 
K = ix € Xill < a. 
这 里 天 一 1/ Ifc. 
WE z. € g. M| Ker) = 1. & M = Kerfë (x € Gifs) — 0). 
Mj z— x + M. FH zg RREN, KEJ FPE. HS reg, W 
l= [fos llellzll, 
# lell zm n. BID) zr K = @. 
根据 定理 2.4, 应 有 超 平面 
H = [x€ X: F G = e} 


Hg, B. Hñ K = @. 
N HNK 一 @, WH e = 0， 不 失 一 般 竹 ,可 设 “一 1， 否则 以 


1 F 代替 正 即 可 。 因 为 CH, 从 fGO = 1 恒 有 F(x) ~ 1, 可 
知 F (z) 是 fx 的 扩张 . 事实 上 ,如 果 z€ G, fix 一 a= 0, 
则 f(E) =- 1, 从 而 ACE 1, 故 FG) = a, E f(x) = 0, 
NRE x€ g, i 


fix 十 xQ) 一 Kxo) = 1, 
于 是 


Flx + xa) =” F(x)-1. 
BZ F (s<) — 0, 
以 HAK= @, BAKC{r: |F] < 11. 在 则 ,有 z,€ K 


EIRG >> 1. 令 名 一 L s, 则 s€ K, B. F《%) = 1, BD 
F(x,) 


z€ HK, FA. mc 
{riial < ec ix:ilFGO < 1k. 


据 此 
sup |F C) =< 1. 
B 
is ir) 
太 而 


IF|— sup IPO < L — Ifl. 


[ET TEES 


5j—JiWi, 已 证 已 是 了 的 扩张 。 故 FII m. IFI 一 
liflle. 

这 就 证 明了 Haha-Banach EM, 

2° 分 高 定理 

SEX 21 对 线性 空间 下 中 的 集合 M 

Ci) ZixX] x, y€ M, Us a l, A ox + (1 —a)y6€ M, 


E T E 


则 称 好 是 四 的 。 

(Gi) X x€M, l| « 1, Ë ax€ M, WEM E-SEWOES. 

(1) ESES >€ X, BS E00, 使 当 0-lale s 时 ， 
ax€ M, MJM ERKI. 

对 任 给 的 半 范 数 p(=) (参见 第 一 章 5$ 8), RUE (x: p(a) < 
rr > 0) 使 是 凸 集 ， 这 正 是 凸 集 与 悉 酒 分析 密切 联系 的 一 个 原 
因 ， 事 实 上 ，、 许 多 分 析 问 题 可 化 归 为 凸 梨 之 几何 学 的 研究 。 下 面 
我 们 还 将 从 一 个 吓 集 导 禾 一 种 重要 的 半 范 数 . 

定义 2.2 设 KK 是 线性 空间 无 中西 的 ,吸收 的 集合 , 则 

pri) = inf{aia > 0, a'ee kK} . 
称 为 六 的 Minkowski 26, '725518— Et $ 8 中 所 说 的 半 范 数 概 
命题 2.5 线性 空间 蕊 中 刁 的 .平衡 的 ,吸收 的 点 集 天 的 Min- 
kowski 这 将 pg(x) EX LBS. 

证 由 Minkowski 泛 函 定 久 ,对 任 给 的 e 闻 0, 有 

0 <=, < pkC i e, BE z¿;'r € K, 
0 < < prt + 6, 使 ay'y € K. 
H KB, 


r MEME 
e, + a, Sx t z, 十 x 

Bl (a, 十 er) (x + 320€ K, 由 Prl EX, 
pela + y) < z, + a, < pr (x) + px (y) + 28, 


令 e 一 0 册 


ay y € K, 
F 


Pele + y) < px GO + pre). 
设 1355860, r€ X. # c2> 0, a" lx € K, 由 KK 是 平衡 的 ， 
1 à 
liie Ax = "T « !x € K, 
从 而 
PrCAx) & lale, 
关于 这 样 的 & 取 下 确 界 ,根据 Minkowski ZEGRGE V [dg 
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Prt ) < 12] pr C3. 
Hy 一 lz 代 人 上 式 后 ,再 取 1 一 P MJ 


IRE , PCa), 


Bp 


Pelay 2 l | PrO). 


总 之 
prir) — |L] Prk). 


易 证 pxf0 = 0. Ho ¿ = o EARR. E, 
命题 2.6 Aier 1.5 h kK RUSSES, EAD, D pr 
ERIni, B. 
PxCÀx) = ¿p< (a), M 2 > 0. 
证 ”次 可 加 性 证 明 与 命题 2.5 一 样 。 若 于 ac 0, a tr € K. 
Wa ¿> 0, ` 
(Aa) ix — e'r € K, 


可 知 
PxCAx) € da, 


内 而 由 Minkowski Z MEYE 
Pril) S ¿px (a), 
像 命题 2.5 一 样 ,我 们 也 可 以 此 式 得 


pz (x) < i Px Ax). 


总 之 
Px(Ax) = ¿px (s), 
易 证 pxt0) — 0. 故 当 丰 一 0 时 ,等 式 亦 真 。 证 毕 。 
WS 23 设 f GD 是 实 线 性 险 离 空间 天 上 连续 线性 泛 函 。 
EE,F 是 式 中 子 集 。 若 有 实数 +, 使 
JG) Z r, Mj xEE, 
JG s r, M x€ P, 


. JIS» 


则 称 超 素面 H — (x€ Xo = r) AEG P. 

这 样 ,前述 的 Hahn Banach 定理 的 几何 形式 实 昧 上 就 是 说 那 
主 的 如 分 离 呈 与 天 ,所 以 也 是 一 种 分 离 定 理 ， 历 中 上，Minkowski 
EE 1911 年 就 对 *# 维 空间 证 明 其 中 的 有 界 凸 闭 集 的 紫 个 边界 点 
钼 都 有 一 个 承 托 平面 5 即 凸 尘 在 这 平面 的 一 出) S. Mazur 在 1933 
年 首先 想到 把 Minkowski 这 个 关于 有 限 维 空间 中 王 闭 集 的 分 离 
定理 推广 到 无 穿 维 的 线性 喇 范 空间 .此 外 ， 他 还 从 几何 的 观点 来 
陈述 Hahn.Banach 定理 ， 并 且 得 到 下 列 重要 结 GR CAR Wi [241, 
VIL 2). 

定理 2.5 (Mazur, 1933) i Md SC SR Ek W TZ EX hidh 
HR. 0€ Mu eR M, WEZXLERLREZA/, 使 
(2.6) f(x > 1, 而 fo m 1, 35 z€ M, 

dE dk & = dit(n. MO. AMER, x & M. WEL 8 > 
0, & 

U = (x€ Xile < 8/3], 
JJ U RE 0 BE ÉS. HE rry pP SEL. H. 
(M + Un (nr U) = $6. 
这 里 ，M -FUA(x-- y:x€M, YEU} BULM-+ U E ts E 
Mr Ag, EP GLK Iy RSSBSSUEIWEEJEIHSRS.R «EK, $ 
PD 一 pz (w), x € X. 
往 证 pie) 在 * 一 0 处 连续 ， 显 然 p(0)0--0, LEA s> 0, Hz 
p= 8/3, 4 x € X, jell < o, 
le] < so = 9/3. 
HD reU = K. HK 
0 =< p(x)- px (w) & B, 
这 表明 P #E x= = 0 #k ESE, 
BE Minkowski F AES 
pO) d, 4 z€ K, p(za) > 1, 
第 一 个 不 等 式 是 显然 的 , 往 证 第 二 个 不 等 式 . 3 pO) < Y, 出 有 
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0<a i, Ë a ty € K. A 0 é K, TR 
z, = ata ir, t (1 — o)0 € K, 
FE. 若 paom 1, WIXPEEGEEDAAGE n FE 
ETER? 


使 anx € K. HK ERRI A 如 一 morz € K, 又 产生 矛盾 


所 以 只 可 能 plaxo) > 1, ` 
E G — {ix ER}, $ flir) = pO. MH Ro dÉG EX 
HEZ. 3 ¿2 0dj.rámk 2.6, 
fh CA) 一 ¿p(x 一 pUre), 
a a< OORT, 
filr) 一 18 < 0 < pln 

总 之 ， 

hGO =< pO, E + € G, 
再 根据 命题 2.6 和 定理 2.1, 存 在 上 实 线性 证 函 f, 使 

IG) — ROGO, 3 x€ G, 

fQD p, M z€ X. 


FE 
fro) 一 AED m Px) > L, 
HRK MCK, i 
IG) =< pral 3 z€ M. 
最 后 证 明 f 是 连续 的 线性 放 图 。 因 fO < pGO.Vxr€ X , ik 
一 f/x) 一 KK —x) < p( —*), Mf 
—p(—x) & f(x) < px). 
由 Pt 在 * 二 0 处 连续 , 可知 f(x) 在 + 一 0 处 连续 . 根据 第 
一 章 $7 中 定理 7.1, f 是 连续 的 线性 泛 函 ,证 毕 , 
注意 ， 定 理 2.5 中 (2.6) 式 是 Kx) > l, 一 般 把 (2.6) 说 成 起 
平面 H — (x€ X:1GO — 11 将 z 55M 严格 分 离 。 定理 2.5 是 
关于 严格 分 离 性 较 早 的 研究 ， 此 外 , 它 的 证 明 也 是 虚 型 的 ， 


. 1179 


在 Mazur 之 后 又 有 下 列 喝 详尽 的 分 离 定 理 。《 我 们 且 只 护 
述 ,但 不 予 证 明 ,详情 可 参见 [36],，$5.1.) 

定理 2.6 (M. Eidelheit, 1936) 设 4 和 日 是 局 部 四 线性 岳 
tfRZEBIX HORSE UR, 

(i》 如 果 有 4 是 开 的 , 则 它们 可 被 一 超 平面 分 离 . 

(i) WÈ 4, 8 都 是 开 的 ,它们 可 被 一 超 平 面 严 格 分 次 ， 

(ii) WẸ AERAJ, 8 是 闭 的 ,它们 可 被 一 超 平 而 严格 分 离 . 

这 些 分 离 定 理 在 理论 上 不 只 是 对 侦 亲 论 的 基础 ， 一 些 重要 结 
Z, WA Krein-Milman 定理 ， 重 极 定理 等 等 的 证 有 明 都 有 甘于 它 
们 。 此 外 ,它们 在 锯 分 析 及 数理 径流 学 中 地 有 许多 应 用 。 

定义 2.4 WMI Banach SHX FRAR. WRF M HA 
序列 drsti X X EEE RHEZA j ,都 有 

lim fL.) 一 Ka), 


则 必 有 x€ M. FTM DAAH. 
定理 27 Banach 空间 中 每 个 凸 闭 尝 都 是 霸 序 列 闭 的 。 
证 BERRIE Banach 空间 各 中 辐 闭 集 好 ,及 x € X 
和 对 中 序列 ixl. XPX ETEfUxESESRETEIEPE f, 都 有 
lim f(x.) 一 fn), 


但 是 E & M. 
不 失 一 般 性 ,可 设 0 € 对 .根据 定理 25. (pic X EXERCERE 


ZA ff 
f(x) > 1. j(x) & 1, 3 x€ M. 


令 
hia) — f(x) 一 有 
如 定理 ?2.2 一样 可 以 证 朋 ， / Ex P EESESETEIESR. 于 是 
lHmfCz,) = hx). 
进而 lim Refan) 一 Refia), (BE 
RefiC x.) = fr) < 1, Ref(x = fCn2 > 1, 
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A B. rH. 
以 后 我 们 将 引进 一 般 的 弱 丘 扑 , 同 样 的 方法 可 以 证 明 
Banach 空间 中 每 个 凸 闭 集 都 是 蜀 闭 的 。 
这 是 Mazur 定理 的 一 个 很 重要 的 推论 . 


$3 Baire 网 推理 


命题 3.1 设 六， 了 Y 都 是 线性 号 范 空间 , 则 线性 算 子 T : X 一 
Y 是 有 界 的 充分 必要 条 件 是 THy E Yip =< 11 的 内 部 为 非 空 
集 . 
证 若 T-'iyeY:lyl < 11 含有 小 球 
U = {x € Xill — x,|| < et, 
对 于 x€ X, leles R z x € U, KATU 
IT xl < ITC + M + [Tabs 1! + IT. 


对 任何 z€ Xx z|| 一 *， 于 是 


laic | 


Ir E z)|=< i+ trad. 


sj! 
[Tx « = 一 《1 IT «Dll. 


这 麦 明 了 是 有 界 的 。 至 于 必要 性 的 证 明 是 容易 的 ， 证 毕 ， 
正如 这 个 命题 所 表明 的 ,大 们 对 于 内 部 不 空 的 点 集 发 生 兴 趣 . 
3EX 3.3 ZX SEE Er Bj, SC X, Eni S 的 内 部 是 空 集 ， 
则 称 s 无 处 稠密 ， 
WR S 是 无 处 稠密 的 , 则 3 不 在 X 中 任何 球 内 稠密 。 
定义 3.2 ”在 距离 空间 下 中 , # E= UJ 9, 每 个 5, 都 无 处 


x21 


FIE. RR E 20 88 — £L ERE 3E SE OS PR 29 SR — N Fa 3. 
定理 3.1 (Baire 4E, 1899) S548 PB BS ZË [a] X HER 


* f19 < 


ZM, 
证 否则 ， Xx = Ü Spt S, 都 无 处 稠密， zs ps] $, 无 处 


Ff... n*s, MMAR U 一 {ridla < r), fh 
uns, 一 d. 
由 于 S, 无 处 稠密 ,在 U, 中 必 有 <x,%& S, AMAL x, 为 心 小 球 
U, 使 CU H UNS |= ó, 自然 可 设 U, 的 半径 r, 小 于 
172。 如 此 继续 下 去 ,应 有 以 z, Abb U, fü 
UCU, U,fl$,— D, 


E U, 的 半径 n bE- TES m> s, EU, 8 


2 *-i* 


d(x., Im) 1/2*"*, 
这 说 明 {reh E X HES Cauchy 序列 。 从 站 的 完备 性 ， 应 有 
x >r E€ X, BS xw EU， 5 manana 于 是 r€U CU, BW 


fk. 4 一 2，3,…， 这 入 一 QJ s, PIE. WEB. 


例 1 Æ F= [0,1] 上 存在 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 ， 
设 互 是 所 有 周期 为 1 的 连续 函数 组 成 的 集合 。 易 见 按 范 数 
好 | 上 一 max HFD |, JEE, 
玉 构 成 完备 线性 赋 范 空间 。 令 
N,- (f€ E: §—Ä xel, Ù 


di + h) £O eu va > ol. 
h 


显然 每 个 ICE, REE- AHM, EEEN N. 中 。 以 下 来 
证 明 

(—) N, E E rh HE, 

设 hEN’ &-1.2,---, H IH Æ, 1] E— Hae 
于 fe 22 N. 的 定义 ,应 有 xi 1, 使 
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GD [PUERA] <a, v> v, 
h 


EE {ritim AHATE, 不 妨 设 K; —F Yos 当 Á — o, 由 Tg 
kt 了， 现在 对 任意 AIO, 
nen + h) 一 fol ta + 5)| 
«obf d h) flea + 4] 
+ ERER + h) 一 f xs 十 hl. 
EER hea HU— EOS ER ET MEG DARE k — eo, T4 
aC x) + B) — fim) =< n, Vh > 0, 
5 


# hEN. 
《二 >》 N, Jo SERRE, 
EW, ER K — 好 :上 一 种 | 二 zjCN。。 显然 我 们 可 以 找到 
一 个 折线 函数 o Cx)， 使 得 
le — h! 一 max jp —&6O| < s, 


i E o 24 38836 SSK T n. TE Ce € K, IE oEN.,, 
TB. 


AZ, N, ERAM. MHE Baire 纲 定理 , 5 是 第 二 


HRI ABA p e E, Ho REEN N, F, 显然 这 个 中 便 是 处 
处 连续 旦 处 处 不 可 短 的 函数 . 

定理 32 (一 致 有 界 原理 或 共鸣 定理 ,1927) XÆ Banach 
空间 , Y RRRS, (T,] 是 SZ#(X, Y) 中 的 一 族 元 素 ， 
T 
(3.2) supl|T «i| «00, H x€ X, 
则 

sup] T ,| < >, 


证 设 S,==lz= 6 X isupllT rs) SS np, nol, 2,*- lo (3.2) 
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nj h, X — U 5.， 由 于 每 个 T, HES. WU S. WEH 


的 。 根 据 定理 31, 三 是 第 二 岗 的 ,所 以 必定 有 某 个 S. 不 是 无 处 
FEAR Sy 内 部 不 是 空 集 。 从 而 存在 

U = {rir — rl < E} Sn, 
iz dej <s, WU zx EU 于 是 tao zÉ $y, 从 而 对 任何 


T 
IT a[ < DT Cx + xl + Tx =< 2N. 


Hox€ X,x ss 0, ul <e, #& 


| 


8 
üs * 
r, (xi *) 


AES + Niz} 


«IN, 


4 #* 一 0， 上 述 不 等 式 显 然 成 立 。 总 之 
«HT xl « Nlz], Vz X. 


所 以 ;对 任何 5 都 有 
ad 
IT, =< =N, 
iti. 
由 证 明 可 见 , 具 须 假定 (3.2) 3E X rH3E — BUS EREXE. ED 
可 保证 定理 为 真 。 


$12 在 士 九 世纪 ,人 们 就 已 经 提 弄 连续 画 数 之 Fourier 级 数 
的 收效 问题 。 许 多 人 举例 说 明确 有 连续 函数 , 其 Fourier RAA 
在 基 一 点 发 散 。 现 在 我 们 利用 一 至 有 界 原 理 来 处 理 这 个 问题 

i£ (9,00) 是 大 [ap 中 的 一 个 正规 正 交 基 。 对 固定 的 
x€ [a, 5], fG9 € L la, 5] Æ z, 点 之 Fourier 级 数 的 # 项 部 
信和 为 


< 422^ 


SG m E ou Oo toa 


- | Kok... t)dz, 
这 里 


KD = S es xo. 


“=j 


兹 令 
b 
ex) = | IK,(x, Dide, 
一 般 称 之 为 Lebesgue 函数 . 
若 上 述 的 fx) 及 (eG). 都 是 [a,5] 上 的 连续 削 数 , 则 


S.Cr., f) 可 以 看 作 Clo,5] 上 的 线性 泛 函 ， 仿 照 $ 1 中 例 1 可 以 
证 明 


Í KOK Ce, Odi 


Is. = sup 
kam REAA 
命题 32 E imor) — +o, MA ERAR, 其 Fourier 
证 cH, {S.r Dlan XE Cia, 3 EARE Q BN 
sup ]S,(x,, Dico, 4 #€ C[a, 5]. 
由 一 致 育 界 原理 .应 有 澡 数 M > 0,098 
ox) = Ss = M. Vs. 


与 假设 矛盾 ， 证 毕 ， 
特别 对 三 角 系 统 


1  ， 
— cos X, - Sin 2, *-«, 


1 1 
Var Vx Vs 


我 们 有 
(Bie 


sin 1 (; — x) 
1 
1 Zw E t 
-+f - nt i) de 
Z= > sin L ; 
2 
Bon. 


《参见 江 泽 坚 、 吴 智和 泉 编 * 实 变 函 数论 3 第 二 版 ,第 七 章 》 
812: 3.1 5,— oo, 4 #4 一 oo, 
证 从 Jordan 不 等 式 [ 参 见 [7],141 一 142 页 , 例 43: 


2g tgi y oera, 
= x 2 
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: 1 (koc . I 
2x31. l. | sin u| dë 
—- i ll 
G + Dx | sin udu 
2 jm 2e. 8— 
"e Ds > Á 0, 1, .8 l, 


于 是 . 
- 2 1 1 

| eiie] 
a pa > OO, X Hn — OO, 证 毕 ， 

由 命题 3.2 和 引 理 4.1 可见, 对 (0,22) 上 和 任 给 一 点 , 都 存在 
ie C[0,2=), 其 Fourier 级 数 在 该 点 发 散 ， 事 实 上 对 (0, 2w) 
ca EE 8B e Cu um p AAIR A XE SE EE E GO € C[0,2> ]， 
使 S.I ze， fmd Au. 考察 
注意 ,对 于 三 角 系 统 

IX == ga xa ) = P, —| e, 当 A -> CO, 
根据 定理 3.2 下 面 的 注 , Ha 必定 是 第 一 纲 的 ,从 而 【有 。 也 是 第 
一 纲 的 。 而 C[0，2r ] 是 第 二 岗 的 , 故 存在 
f€ CiD, Ë= NU Hn 


如 此 之 i 的 Fourier 级 数 便 在 所 有 x*。 点 处 发 散 。 
例 3 机 械 求 积 靶 
在 定 积分 的 近似 计算 中 ,通常 以 泛 苞 


(3.3) 00 = 21 ATQ, 
Qs? amu P xl, 
作为 “9) 的 积分 | «Code 的 近似 值 ， 这 就 是 通常 所 谓 的 机 械 求 
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RE. G ) 称 为 机 械 求 积 公式 。 一 个 自然 提出 的 问题 是 :在 什么 
样 条 件 下 ,由 (3.3) 定义 的 沁 了 区 f, G0) 对 每 个 连续 国 数 xG) 都 四 


人 敏 于 积分 Í *( Dd. 一 个 党 见 的 结果 是 
定理 3.3 (Cvexnos-Szego, 1916) 对 任意 的 x€ C[0, 1], 
fx) 都 收 化 于 | Ou 的 充分 必要 条 作 是 


G) 存在 常数 M 0,8 90 [A| < M. 
r=0 
Ci) 对 任 给 的 多 项 式 «CO, co rdt, S n — co, 
证 ”必要 性 。 首 先 ,对 任意 的 recio, 1], 
[天 Go < MAPIGO] 
k-ü0 


« (Xa Jiel, 
故 
ll =< mi pal. 


另 一 方面 ,对 每 个 #*， 可 以 上 取 [L0，11] 上 的 连续 育 数 x.CO. E 
x.) — Sgn’, k= 0, lytte, 
mE lsd = 1。 于 是 


HG 一 >; 14? l. 
总 之 ,我 们 有 
(3.4) Hf 一 $1461 


二 是 由 一 臻 有 界 原 理 可 知 条 件 Gi EHAN. EF GD EBH 
BS, 
充分 性 ， 任 给 x € CÍO, 11, B Weierstrass 定理 ,存在 多 项 
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式 x th 
lz xd < s /2( M + 1. 
WE Gi, FETARE N, 使 当 n> N, 


DOLEO EDI 
于 是 出 G) 5G AXE n>N, 
| co — faoa | 


« [c0 — i0 | + [160 — sw 


十 f zd: — f xCe)di | 


s Wax — xl + e iE — zl 
= (M T ljr — xul + 8/2 =< e, 
VER. 
定义 3.3 HARER EHI A a BRL 55 a s XC 
A4 + uB — {irt uyire A,.y € B), 
引 理 32 在 线性 赋 范 空间 中 ， 
(OD A+ BC A+ B 
(2) Æ y, E 4; BAA., += 1.2, HUL y, + y, EATA, 
的 肉 点。 
证 (1) 是 显然 的 ,至 于 (C2), 从 入 是 而 的 内 点 ,存在 r> 
0,f$& U,&iy:ly 一 yl < r} Aan EE 
y, + U, = (z:l|z — (y, + y.) < n 
是 y ty HPR, EA y AUCA + An W y + y, Ë: Á, + 
ABAKA. We. 
定理 34 设 天 与 了 都 是 Banach ZE, T € SZ (X, Y) im 
R R(T) RRAK, MFE s 2-0. WA ow >0， 使 开 球 
{rE X: [xl < =) 经 过 映射 于 的 像 包 含 开 球 e Y:ljyl < n). 
证 首先 ,于 了 一 人 zeEX:isii< rr > 0), F 
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W = Ix € Xile] < r72}, 


训 色 是 平衡 的 ,而 且 印 + WV. BAU ¿W — x. 由 假设 ， 
ri ` 


UJ T(kW)— TOO 一 RC) 是 第 二 纲 的 。 因 此 ,至 少 有 一 个 自 


t1 


内 点 , 设 为 y. BOX TOWO 是 平衡 的 ， 从 而 TOW + EFA 
的 ,敬一 yy 也 是 TOV 的 内 点 。 由 引 理 3.2, 0— y y EE 
T (W)+ T (W)CT(W) + T(W)c TCV) RAA BRITO) & 
BRAF dy € Y: yl «81. 

对 任意 g 24 0, 令 g; vn B121， j 一 1,2,---, MANH HEIE ,应 
有 5; > 0, = 1, 2.4. EE 
(3.52 Tiré Xill < s) 2(y € Y:llyll < v. 

P2. 

不 妨 设 5j `x 0, Ám "77 mes 则 任 给 y, € Y, R = IEAI < 74; 就 有 


事实 上 ,由 jy < m, 从 (3.5), se Tré X:jz] < sJ). 

故 应 有 n€X E y "=> Tx 使 
|=] <=, Ron» — yl «m. 
LAGINA x€ X K y, = T<x,, f# 
lx, < &. H Cy, — y) — y; < w 

一 般 地 ;有 x € X K y, - Tz, fi : 

[xd «ue R dO. —»—-::-—»2-—»1 < m+ 

k= 1.2... 


DX, 


k= 
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是 一 个 Cauchy Pj, m X ERAAN MEA 


„Pn Hm 221 z, € X, 
7” kmj 


kci 
H 
IEA < > g/2* = s, 
X Ti N 0, dH | 
当 k=, DRE | 
ra - > Tx, -X»u-- 
证 毕 。 


经 过 平 称 , 便 可 把 前 面 定理 投 述 成 

定理 35《 开 映射 定理 ,1932) i4 X5 YME Banach 空间 ， 
T€ (X, Y), E RC) ESLIP. Miki TÆ x ch p 2g 
Y 中 开 集 。 

从 定理 3.4 5 AL 

命题 3.3 连续 线性 算 子 的 像 或 考 攀 成 第 一 鸯 点 焦 , 或 者 充满 
RE. 

定理 3.6 (Banach WRF EE, 1929) 1X 55 Y Hbi Ba- 
nach 空间 ，T € ££ (X, Y)。 如 果 了 是 一 对 一 而 且 满 射 的 , 风 r^ 
是 连续 的 。 

证 ”根据 开 由 射 定理 ,对 萎 中 的 任意 开 集 O,(T 'y '(0O) 一 
T(O) 是 开 的 。 于 是 由 第 一 章 $ 4 中 定理 41, T 是 连续 的 。 证 
H, 

根据 Banach 逆 算 子 定理 可 知 , 如 果 T € (X, Y) ERY 
的 , 则 了 必 是 有 界 可 道 的 , 即 T ECY, X). 

命题 34 设 在 同一 个 线性 空间 X 上 存在 着 两 个 范 数 上 -上 与 
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-一 -一 一 一 一- .- yop —TV T 


下 人 ,它们 都 使 生成 为 Banach JAL wR ETI h. WENS 
qd. 等 价 ， 

证 设 X 在 范 数 壬 和 及 Ei TARR Banach 空间 依次 记 
为 E 与 6 则 Tx — x ERE 为 E, 的 可 道 的 连续 线性 算 于 ,由 
Banach 送 算 子 定理 可 见 本 命 是 成立， 证 毕 . 

定义 34 设 X 与 了 静 是 线性 贼 范 空间 ，wzt 是 关中 线性 流 
E, T: Z — Y BRER T, A 称 为 本 的 定义 域 , 记 为 DCT DY. 

SERM x, DCT), nel, 2,-**, 

lim x, = x, 5 lim Tz, = y, 


HA nET) H Tx, = y, WE THART., 
下 与 了 者 是 线 考 赋 范 空间 , TAT XXIC X)— Y 是 线性 算 
T., ATEX 
G(T)A!(G,y)€ X x Y; xe DCT), y= Tr}, 
HORT THEW., AH w, pex x Y 引进 范 数 
c, 21 = Hz] + dl». l 

MU X x Y EREREZNH., METERTE T hp GCT) 
E X x Y mmt. 

E37 (BEEE, 1931) 设 工 是 从 Banach 空间 X 到 ， 
Banach 空间 Y 的 处 处 有 定义 的 闲 算 子 , 则 了 是 有 异 的 。 

证 对 re x, Sub 

f dx = Hz] + T «ll. 
ME {rhea Hll hÆ Cauchy PrF2),BH4E#s e 2D, 存在 N > O0, 


全 
lix. 一 xul k | xz。 — žal + VES — Tx] < s, 


Mon, m > N, 
M (xz. {Treh SAE X, Y 中 Cauchy 序列 ， X, Y 
都 是 完备 的 , 故 存在 x, € X, y, € Y, 使 
x, — x. Tx, > Ya 


由 于 了 是 闭 算 子 , 故 y — Tx. TE 
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|z. — zl: — lix, — x] + Fx, Fal — 6. 
q n — co, 
XER l RISE Banach 空间 , 显然 
ixl s liz, Vz x, 
bd], 8E S9 A P dt or. PES 
" fx, — xli — 0, 
[Tz, — Tal = lx, — zi — 0, 

BIT REZAR, urhe. 

要 懂得 闭 图 形 定理 的 好 处 ， 可 对 线性 算 子 工 考察 下 面 宕 个 陈 
述 : 

(4) x,— x, 

(B) Tx, — y,, 

(c) Tz, — y. 
通常 证 明了 在 x, 处 连续 , 需要 从 (a) 推出 (5) Ju (o) c. XU 
在 由 闭 图 有 形 定理 , 则 只 要 从 Ca) 和 (0) 推出 《ce PORT, & T — Ff 
AULAE ES, 

命题 15 (Hellünger-Toeplitz 定理 ,19103 设 4 是 从 Hil- 
bert. 空间 友 到 自身 的 处 处 定义 的 线性 算 子 。 如 果 

(Ax, y) — (x, Ay), M x, y€ H, 

Wu 4 XE BS. | 

证 若 timze — n, Em Ax 一。， 则 于 任何 ?< 和， 从 假设 


有 
(Ax,, y)= (x,, Ay). 
> n —oof fi 
(yo y)7 Gn, dy) Ar y). | 

可 见 Az, 一 y,， 政 A 是 闭 算 子 。 根 据 闭 图 形 定理 知 4 是 有 界 的 ， 
证 毕 . . 

看 闻 力学 中 的 力学 盟 4， 如 能 量 算 符 ， 动 量 算 符 等 ， 它 们 对 

EFIE 


Hiliber SEHHET e, y 满 是 关 素 式 

(Ax, y) = (x, Ay). 
为 着 便于 运算 ,当然 希望 能 把 AUTE SEDET 2S LEE E SLE E É 
甘 系 处 处 成 立 。 但 我 们 容易 证 明 这 上 坚 力 学 量 都 是 无 界 等 子 ， 所 以 
由 命题 3.5, 这 种 扩张 是 不 可 能 的 ，。 


$ 4 对偶 空间 ,二 次 对 偶 , 自 反 空 间 


1° Hazi 
设 X, Y 为 Banach 空间 ， 前 面 巨 讲 过 有 界线 性 算 子 集合 
Se(X, Y) 是 Banach ZEL E 了 一 C， 称 
X AxX, CO) 
S xdpMmsemOES EE,  SAA.XISDHHBTHBEREX EA 
Tix SES PET PE Pt S Bl, 
处 上 的 连续 线性 泛 隙 实在 是 经 典 定 积分 概念 的 重要 推广 ， 例 


如 
KG 一 f xdi, Y x= x(0€ Cla, 5]. 


就 是 Cia, b] LEERAREA, 
在 X = R" 中 , 设 Aix) Ax (n, ZIP xz.) 的 第 ;个 坐标 ， 


Hr nOD mi im dus n. 
显然 每 个 UG HR R" ERREZE, METIEN, EE Sl 
有 意 丸 的 是 不 可 分 情况 ,连续 线性 泛 函 正 类 似 于 点 的 坐标 ， 即 以 
xr GO. 
BOWRAUSGE, ELARSESR X DUKTEIBUUR, x, 与 z, 对 应 于 不 同 的 从 
标 , 亦 即 有 eX 使 得 
(z) >= AENA 
BGcrERdEGERRAUN n= xz, — m BAT 2.1 mW REX, 
便 得 | 
f) — lied >= 0, 


(1i12* 


这 或 者 是 命题 2.1 常 被 称 为 Hahn-Banach 定理 之 重要 推论 的 一 
DRE, DEE, Hahn 也 正 基 在 证 明了 命题 2.1 之 后 才 引 进 对 
偶 空 间 概 念 。 他 当时 称 之 为 “polare Raum“《 参 见 [24],P.137)， 

在 泛 函 分 析 以 后 的 发 展 和 应 用 中 ， 人 们 常 拒 Banach 空间 与 
其 对 偶 空 间 联 系 起 来 考虑 ， 这 就 是 所 请 “对 偶 理 论 " 的 精神 。 对 偶 
理论 不 只 在 泛 函 分 析 理 论 本 身 ， 而 且 在 数学 物理 和 近代 偏 微 分 方 
程 理 论 上 都 起 到 重要 的 作用 ， 

定理 41 对 Banach 空间 X, WR X mp, WX RIA. 

证 由 于 OX 可 分 , 荔 知 存在 球面 (z €X:lxl-1LESDE 
稠密 子 集 drhti 根据 [i] BEX, BABA x,} 2 = 
x, IEA) <1, # 


EACH] >+ p 1, 2,- 


假设 于 不 可 分 ，{fzsszt 张 开 的 子 空 间 不 是 X. REGA 2.2. mL 
有 x € X, 使 


xar) = 0, n7—1,2,-**, 
且 heli 一 1. 
从 而 lao — enl 29 dex — x21 
= xxl 
>L, sel, Z% 
2 


这 与 [x,).2. 是 X' ZARE EBUSSGG TORRE. urth, 
2? VT A s s= ia] E BOE ER EX PE ZR ER 
定理 4.2 (PY 中 的 元 素 d SIME BER > 


(4.1) FC) = Sat., 当 y {xa} € it, 
LL! 


Kuh eia.) € (m) (WSE $ 3 中 例 1), 而 且 


ll ~ sup 1o.1 All. 
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男 一 方面 ,对 每 个 a 一 (e. € (m), HICA DX yE CHER 
HEZEA f E CP m. 
证 Wfe(Qy,. 5 P 中 点 列 
e= (0, 00 -cs 一 101 0 
则 对 任意 z 一 (z. € Ë 有 
x 一 D xus 


x21 


这 个 级 数 在 P pia. TE 
fo» 一 5 fenus 
E, lel 一 1， 于 是 d) < W. 3 


a, — flte)» n= l, 2," * "> 


则 a 一 {a} EC), BE f 唯一 地 确定 .又 
IG) — 93 aun. 


从 a. = Hie,), 
leli = supia, i « ill 
此 外 ， 


lG ol < S lla,l|1xz,1 


< supla, | MEA 


mud 


- jellel 
uJ BL, fH) edel. BI 
(fli = fell. 
至 于 定理 其 它 部 分 是 容易 验证 的 ,证 毕 ， 
以 下 考察 5L8，1] 鞋 的 连续 线性 泛 函 。 
定理 43 j fcCL0,1]7，， 则 存在 [0,1 上 上 的 有 界 变 鞠 函数 
ORE 
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(42) iG — | ade, 当 x 一 xDecre，1]， 


H 
. Wl 一 varC(z)5, 

这 里 var(g) 表示 O) £E[0, 1) EBS-RESEECASWLL71. SR PUE 
$6), 

另 一 方面 ,对 [0,1] 上 每 个 有 界 变 差 函数 gC 如 ,由 (4.2) 式 右 端 
xk X HyzR E zz YE (CITO0,1]) m. 

证 WzOOEI[O,.1] 上 的 有 界 变 差 函数 。 对 任意 上 一式 已 E 
C[0, 1], Lebesgue-Süeltjes 积分 


f rdg) 
存在 ， 对 每 个 自然 数 *， 取 阶层 函数 


ze) 一 > x (&) m (0 一 Hk] cl. 


这 里 
L, cx 0 =<: =<, 


m) m n 别处 。 
因为 改口 在 [0，1] 上 一 致 连续 , HE zl?) 在 [0，1 上 一 致 地 趋 于 
z(t). 而 


t 


| Coya) = 5 NERO, 


pel 


- 2. (E) KL. o 


-OF G)- sn 
注意 GM =< lz], 0srei,m-0—1.2.--—. Xx 
| EC = lim |. z.COdag (n 


SII 


(参见 [6], 第 五 音 , 5 95, Mim 
8 | 
k | £X. f&—1 
«(e 8-522) 
«i E| (8): (21) 
s zlvarg g). 
Sit. XO. 1) LESE RUE SERRE CO, 易 见 
Kx => f x(Odg(O, x= x(e CEO, 1] 
E CI0,1】 ERE pi, Tú H. ER BW PZ 
iD 一 f xede = lizllvac( g). 
故 fe (C[0,11Y, H Nf = vare). 

以 下 设 fe (C[0,11Y, D CI0,11 可 视 为 MIO, 11 KIF 
空间 (参见 第 一 章 习 题 17), 由 Hahn-Banach 定理 ，# 可 以 扩 
张 成 M10,1] 上 的 连续 线性 泛 阔 ,而 且 HF1 — Hl. 

对 于 每 个 + x)€ CUO, 11, Eni 述 的 mah rE 
MI0.1], 且 z. — x fE M[0,1] H. TË 
(4.3) Fx) — lim F(z,) 


< sup 9, 
"oki 


_ im [57 r (Seo o —F c 
& 
ELED = Flu), t€ [0, 1]. 
对 于 [0,1] 的 任何 分 划 
0— il 
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我 们 有 
Se — Ed 
jmt 


一 S lED — £5.21 
ful 


- >; ej E Cug) 一 Fus; 2] 


=F (> e; wg; 一 s.d) 
这 里 sjm d.e-,.2, 是 模 为 LARR E 
| 5 ei sg; 一 “一 1, 


I=1 
SGED — ed) < IF1 — WI. 
imi 


这 说 明 z(:) 是 [0,1] 上 有 界 变 差 函 数 , 而 且 
var( g) < ||fll. 


从 而 


从 (4.3) 式 ， 
fo — FG) 
-infa (He 
_ j x(Odg(D, 5 z— x(D€ C[0,11, 
fH o = varle) mc 
lfl 一 var( z). 


上 还 定理 中 的 gO jag", IB URGE 
gG) € V,EO, 11 (CO 是 [0, 1) F IE BEEN: 
g0) — 0, H. gCO £k). 


+ 137 9 


W zG2 Bie üE, TES 

使 题 41 (C[0, 11 5 VI0,1] 保 范 线 性 向 构 ， 即 

CCLO, 1]Y FI0, 11. 

EHHA [40], 2 3 3€ 8 5, 

定理 4.3 是 F. Riesz 在 1909 年 证 明 的 ， 它 或 者 是 最 早 从 连 
续 线 性 泛 函 导 出 测度 的 一 个 缚 果 。 其 后 ,在 1937 Æ, Banach 将 它 
推广 到 CC(2@) 上 ,其 中 届 是 距离 空间 中 的 紧 集 。 再 以 后 ，Kakuta- 
ni 和 A. Markov 遇 将 吕 换 成 一 般 紧 的 甚至 局 部 紧 的 Hausdorif 
Z= Bl, xx OR t LER AE TE T — £8 UL RT EL EHE EE PR S H3 
末 ， 例 如 自 伴 算 子 的 谱 测度 和 遍历 定理 中 的 不 变 测度 等 。 【参见 
(25],P.55, P.224) 

定理 44 df E L'e, bO < p.< co) 上 的 有 界线 性 泛 
函 , 则 存在 唯一 的 函数 ye L*lo, 6), q = PP 一 1) iE 


(4.4) JG) 一 í zydi, 
M xz = zle) E L*[a, b]. 


H 
m= ia (E iora)". 


反之 ,对 任何 ye Life, DADRA Wa sË X Y L*ia,6) 上 的 
有 界线 性 泛 函 。 

证 对 z€ [c, b). 6 

1, 
sC 一 L; x <, =< b, 
Mj x,€ L'La,b). ilgCGD — Kx,), M| zÇ) E [a,58) 上 绝对 连续 
函数 。 S b. 8j k ERAF i l,---7.m, JÉTXE—BBES&T 
[e,5] 中 且 没 有 公共 内 点 的 团 区 间 。i 记 6; 一 sgala) — 2652], 
出 M 
DGD a el = $3 ei gH — a2] 
J= 


j-1 


MA a = : = s, 
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一 51 elfe) — f(x,,31 
j=] 


- (> eilen 一 2,1) 


im] ` 


< in|: ees x) | 
- wif [E tico — sem urn 


- (> ier)" 


jm] 


-M(E mco)", 
可 见 g(s) 是 绝对 连续 的 。 

Syl) = g'Cs) sE (a, b), W] yE L'La,53. 因为 xf 的 一 个， 

a.e. EX g(a) = f(x,) = 0。 于 是 

g(5) = gla) + | yd: 一 f LOL 
从 而 , 
(5) IG) m O7 [ yo — [ sco à. 

WOO Ie. 5] E£E—8 PRE mib 3k. RATRE E RS 
阶层 消 数 列 (x, (0122, JUSESRERIESUCT xCO. Fam DAE 
x,CO ERE nO 的 线性 组 侣 可知 
(4.6) fz) = | =CDyCDar， 
根据 Lebessue WAER E 

í r,G)y(O ds — i ry di 


及 


Vp 


I — d T (fisco — (Ola) — 0, 
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于 是 ,在 (4.6) 式 中 令 a 一 00, 可 得 
(4.7) fa 一 [ xCOyCOde, 
往 证 ye Le[a, 51. XHSA- ELERECN Pe Br K r SL RT RNE 8k: 
Cy) 人 当 IOl =< N, 
ys x T yCO| > N. 
W Ey (ze Tae, bliy) s NY, Mi 
PONES f WOLOF? -| yu (Oy CO de 
. Bx 


- j 1C de, 
Ew 


另 一 方面 ,从 € — £p — 1, 3 
iyu DE — 1yCO1979* — |yCO|*, 94 £€ Ey. 


从 而 i 
Kyr) < Iyl — tiri (MAO y 
- (|, o1 J^. 
于 是 
f, Ola (f icona J^. 
从 1 一 一 kz 可 得 
(f, 11ra y < I. 
£N 一 o0, 便 有 


(fy Y° «in. 


这 说 明 ye Ltba, 51, E. [yl = lll. 
现在 证 明 , 对 任何 z€ LfLa,51, (4.7) 式 成 立 。 BUR RERT UN 
图 数列 (x0) f 


le. — +I = (flexo = spas ^ — 0, 当 一 oo， 


r 440 。 


ATH à 
(48) GO - | Ode, nm a hens 
根据 Holder 不 等 式 


| r ERON OT 一 «too | 
-| KEO 一 xD)7C9d | 
« (fisco — «cotra y^ 


x (Fico Y" 


= les — xli — 0, 当 n— eo. 


在 (4.8) 式 中 , 令 n— co， 可 得 
fH 一 | xoxo. 
RICADE. MADAT Holder 不 等 式 可 得 
Eie -| [«coycoas |< 和 jz 全 yl， 


因此 , |H] = liyi. Bi E HEH ly] =< Ifl. FÆ IA — Hyl. 
RWLA y € L'[a, b], 使 


fo = xy di, Br x(2€ L'Ta, b]. 


4 x = sgn[yCO — y,G21, t€ [a, £1, x, (2 € L*La, ^1. 
从 而 


INO — «(0l dt = [soto 一 y (9]2 — 0, 


Ék yG — y,.(D dae. TTe,b1, Bl y — 站。 唯一 性 得 证 。 
反之 , 设 y€ Lila, b), 利用 Hilder 不 等 式 易 知 ,4.4) 右 端 
定义 了 L?[e, 5) 上 的 一 个 有 界 钱 性 省 函 。 证 毕 。 
定理 45 ¿(l< p< co) EHER REZA j HARY 


(4.9) fG)— Seatis x m dei, 


* iti» 


这 里 “一 (eet, q = pp — 17, ih F 唯一 确定 , 且 
MI - te a( Eleal)" 
k=l 
反之 ， 任 给 c 一 (cl € 5， 出 (4.9) 式 右 冲 定义 了 S 上 一 个 
A SERE? ER. 
证 考察 1? 中 的 点 列 
e, (1, 0, 9,---], pt 10.1,0,--- Hh: 
则 每 个 元 z (eit SIDE 52S Hi 
rc 之 HUP 
这 个 级 数 在 PP BUR, 
i fe Gy, H 
IGO 一 2 二 ee 


à c, 77 fle), & m 1,2,--*, mij 


(410) foo 一 >] el. s: — (elei. 
kami: 


HEIE e 一 {eE Ps XE z. 一 (S Y€ F, nm 12 


其 中 
wl 'sgne,, 4 K =< n, 


0, M k > r, 


in 
则 由 C4.10) 可 知 
Ks) — >l. 
另 一 方面 T 
Haa) < Vll 
- it (3:teti*) 


-由 (二 ed 
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由 这 两 个 式 子 可 得 
(Pl) «i. 
令 "一 co， 便 有 
(Eiet y" «n. 


这 表明 = 一 {eE lz, 用 医生 现在 从 (4.10) 及 Hilder R 
等 式 可 得 


Hw 一 | > «s | 


«(itai (Dis) - tetta. 


Ma. MU < W. mcm 
uf - Wl. 
假若 又 有 € 一 {cE M fE 


IG) = 51 cts Br (YE F, 


r= 


则 对 尾 何 x 一 {gaje 0, EUH 
> (e, — ca, 77 0. 


HERE r= oe. nm 1,2,--4, Rl 0, — c, 00, n0 1,2,-*- 
故 “一 “。 唯一 性 得 证 ， 

反之 ,车 e= (c Y68618, HR Holder AEG E MNAE 
WELT (f 上 的 一 个 有 界线 性 泛 申 。 证 毕 ， 

3? LAWN ARES 

Ek X E Banach ZN, X' ERAZ. X 的 对 侦 空 间 X” 
称 为 的 二 次 对 偶 。 我 们 将 要 看 到 六 与 XX” 之 疗 有 密切 的 联系 。 

对 Banach 空间 XX 中 和 任意 一 点 x,, E S 

F(x)Tx(n)xtcX. 
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WARE OX 上 的 线性 证 范 , 布 且 
REI — sup IPC] — sup [x x2] = lx. 
"EU ESI LELE Ti 
A— JI, EAk 2l A xe X', d 
Jakea] = dix]; E. ]x;| = t. 


于 是 
{FI — sup je (xl 2 ixl — lix. 

[EAM D 

总 之 ， 
IF = lls,ll. 
由 此 可 见 F 是 由 *, 唯一 确定 ,有 旦 Fe X”. MER n 以 代替 

F, BJ 

xxxn) z€ X', 
WEAS 


X» z€ X”, B. llel — lal. 

这 表明 映射 r+ 把 环保 范 地 笠 入 到 X” 中 ,人 们 称 如 此 的 为 典型 
钢 射 。 我 们 有 时 把 了 上 的 问题 通过 7 转化 为 X” EARE, 3X E 
证 函 分 析 中 一 个 常用 的 技巧 。 好 处 或 在 于 线性 洋 数 较 之 空 闻 中 的 
元 更 易 处 理 , 例 如 将 iel 转化 成 lar h 来 考察 等 等 ， 

下 面 来 看 一 个 利用 二 次 对 候 证 明美 与 大 之 性 质 的 例子 。 

命题 42 设 (x)... 是 Banach 空间 下 中 的 点 集 。 如 果 对 
任何 fe X', EFE XO M0, 

sup f(e) | * My, 
Wi) 
sup lx, < oo. 
这 只 须 考 察 X LARREZ 
FD — Kx. 1€ X, 
tX. IEA] xd. BAARS ERE EEBE AU 
sap zali — sup Fol < eo. 


* HH. 


4 自 反 空 间 

对 前 段 所 说 的 典型 映 射 riX — X", — 3 eO SX". 

定义 4.1 如果 CX) — X”, 则 称 区 是 自 皮 空 间 . 

Hahn 在 1927 年 发 现 典 型 且 射 局 侯 提 出 自 反 空间 的 概念 ， 当 
时 想 把 这 类 空间 称 为 正则 的 。 

注意 自 及 空间 和 是 经 由 一 个 特定 的 保 范 同 梅 + 变 中 为 X", 
R.C. James 器 构造 出 一 个 Banach ZzlH] X, BA X” RBR, 
但 是 蕊 并 未 和 内 反 ( 参 见 1311)。 这 个 反例 提醒 我 们 在 证 明 空 间 自 到 
BERI EE D AA SR, 

定理 4.6 HAAMER EE RECS 2s IRSE EIL). 

证 设 苇 是 # 维 线性 赋 范 窄 间 ,Le ee EET) QE EE ES 
命题 2.2 ,存在 faac, fe X, 使 

file) - bits jis k=l,- 


这 里 8 是 Kronecker 常数 ， 从 而 对 征 意 z 一 > zje;€ X, 


# C) ml > xift) — fir- & -1.:5,. Ne 
#=1 
故 于 任何 f€ X, 
JG) 一 Dae m $3 KeDfiGo. 


BD 
f= OSKeDR. 


i-1 


REH OR... E XRB X b jk n HEZS IRI, afi X" PFE n 

维 空 间 ， 而 典型 映射 了 是 保 范 线性 同 构 , 所 以 rX) 的 维 数 与 

的 维 数 相同 。 从 «X)cX" 可知 r(X)= X”, ER, 

定理 47 Ls, S < p < oo) E ELS. 

证 “只 须 证 明和 性 给 Fe (L'[a, 51), FE z€ L'a, b], 

使 - 
s 1457 


PC = fx) feCLto, BIY: 
性 给 ye L*[a,5), 2= p(p— 1), 2S f 


aiy fo 一 ['«oxoas, x€ L'[a, 5], 


HEE 4.4, o:Ltla, b]1— (Lila, b1Y 是 保 范 同 构 。 设 
Ply) = FC). 34 ye L*[a, 5]. 
易 证 F,€(L'[e, 65])， 义 由 定理 4.4, 存 在 z€ L'[a, 51,02 


Fly) = f yr de, M yE Lila, 51. 
现在 对 任意 的 je (L?[a,5]1Y , Ry kas o (f), BI yE L*[a,5], 


E. 
fi» 一 Ü xy de, <€ L*[a, 5]. 
于 是 
F(f) — F(a(y)) — F.CO 
- [yox — iG). 
证 毕 。 


定理 48 每 个 Hilbert 空间 都 是 自 反 的 ， 
证 HORE Hilbert 空间 , 尾 给 yë H, 剖 确 定 香 上 一 个 连续 
£REETIZPE y": 
y*GO — (x, y), Hi z€ H. 
反之 ,由 Fréchert-Riesz GOUGEPH,H [L5EPÓEBÁAUEPEPBEDEREDOGAH 
这 种 形式 ， 
现在 只 须 证 明 , 对 性 给 的 pe H**, 存 在 x,€ HE 
e(y*) = y*(x,), vy*e H*, 
由 前 述 上 只 须 证 明 
POT) m (z, y) — (y, xD, y € H. 
亦 即 
p — (y, x), y€ H. 
要 证 明 这 点 ,由 Fréchet-Riesz 表现 定理 ,只 须 证 明 
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e (y*) = eC * , y) 

ËH EXCT y 的 连续 线 洁 证 函 ,而 这 是 易于 直接 验证 的 。 证 毕 ， 

pil 空间 上 了 RAE. 

根据 定理 42，CEY ec (m). TR EI, WU (my = (ny 
《网 习题 20) 与 P 保 范 同 构 。 但 P 是 可 分 的 ， 从 而 《m) 也 将 是 
证 分 的 了 。 根 据 定 理 4.4, (m) 亦 是 可 分 的 。 这 与 第 一 章 # 4 rH Dl 
3 的 结 桌 矛盾 。 故 P 非 自 反 。 

定理 49 如果 Banach 空间 无 是 自 反 的 ,; 则 七 的 任何 子 空间 
MU IE EI CS. 

证 RAIE m EM”, FE x€ M, ÍE 

moim = mix), 34 m € M'., 
对 每 个 EX, RH x 表示 x EM EBUBRUSL , Rd 
xu) = x Q0. NM x€ M, 


BW] x+ € M’. 
对 m €E M”, 定义 
xa (z) — EX. 
易 见 x 是 X EARE X 
[x Cx E s m M ona] 
s laheb 3 x € X, 
ik x € X”, HRBET x. € X, fE 
m (z) z (x). M x € X', 
特别 , 当 x% 0, Be (x) — 0, Vie M; 我 们 有 
HR — x; (z) = m; (ru) — 0. 
根据 命题 2.3，#,E 了 对。 现在 对 每 人 m € M', W x 6X BL m' 的 
扩张 ,使 xu = m°, 
ms (m ) 77 rm (xu) 7 xç (x) 
= r) = mx). 


证 毕 。 
自 反 空间 是 类 平 Hilbert 空间 的 Banach 空间 , 它 共 有 让 富 
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的 几 周 竹 质 。 因 此 自 皮 空间 上 算 子 的 结构 也 是 比较 整 痢 的 ， 这 在 
下 亲 讲 算 于 的 征 域 与 零 空间 的 关系 时 ， 便 可 清楚 地 看 到 。 此 外 ， 
在 应 用 方面 , 自 反 空间 也 是 重要 的 。 
$5 Banach 3to s 3 
首先 ,从 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 或 矩阵 说 起 。 对 


gd. a" (a "Y y, 
AxA | Ia ut 77 Gaa "i-(7) 
- oA o ROB OR o- o4 - : | \ : 
LIT 8,2 LIT m. i LIT 
我 们 有 
MD 全 1 0 
一 【- 好 的 行 向 量 空间 六 。 
x 
5 dj; 
y eH "m 
4 —- > Xj |. 2s Mi 
Yn a , ni 
之 as 
a 
R(A) & ly:y — Ax] 
= 4 BJ, 
所 以 
(5.1) Az 一 y, BR M y, LNY, 
ZELS E A035835 358. 
PE H at Ps AS: 


Ax — y, HE 
<= y, £ RA) — À Br EE BI 
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一 A 的 行 向 量 空 间 
一 NGA, 


X3 51 设 和 与 了 都 是 Banach Ze 8], T € (X, Y). 5E 


('y)00Sy(GT x), y € Y', x€ X. 


显 热 7 是 从 Y’ 到 XX 的 有 界线 性 算 子 .人 人 们 称 T' 为 的 Banach 


HERF. 


设 (e "tts er En 维 空间 天 上 的 一 个 基 , A 是 充 上 线性 


算 子 ,在 这 个 基 之 下 的 矩阵 表示 为 4 Carde B 


8, 从 ti Gis 
(Ae,, Ae;, EM At. = ATA 2a ,) n ün^*t* d, 
GA az" "fs 
由 定理 46 BJUEBH, FEX EDA TREA {fi> fis tw bul 使 


fi(e42 — à, j =el, r, n, 


H (fofecc.f.b 基 区 的 一 个 基 。 不 难 验 证 ,对 于 Banach 2588 


算 子 4 有 
CA'f,, Af, tts Af.) 
ü, 823 LIT 
(5.2) = Quim fur a], 


w*+w=w........ 


LIT. 914 * ~ "dan 


因为 从 定义 与 直接 计算 ,对 x 一 21 xe) € X, 
了 一 


Az- >; rjÀe,; = 5 E! (3 ayer) 
k=1 


了 1 imi 


入 而 
CAFI) 一 ECAx) 


- 2 a| E ete] 
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一 > 二 > TUM 一 > i 
k= 1 jm] 


im1 


另 一 方面 
hæ 一 > ife) — > xg = x, (= d, m. 
于 是 
CARNO = S) anfi, z€ X. 


1=t 


即 


A'f, D, ash. i= ln 


I-1 
.这 正 是 (5.2) 式 ,而 565.2) 式 右 讽 的 矩阵 正 是 4 的 转 置 第 阵 。 

这 表明 Banach 共 罗 算 子 是 给 隆之 转 置 答 阵 的 推广 ， 应 该 强 
调 指 出 这 个 推广 完全 摆脱 了 学 标 系 的 束 继 , 返 用 于 万 穷 稚 Banach 
空间 上 的 一 切 有 界线 性 算 子 ， 

还 沪指 则 ,比较 Banach JESu T A 的 矩阵 元 与 第 二 章 $ 4 
HANS Hilbert JES A* 的 矩阵 元 ,正好 相差 一 个 复 共 乞 , 它 
们 是 不 同 的 ,但 是 初学 者 却 往往 忽略 这 一 点 。 

Bli Wieso l ll, KG.) £s xb 


P 4 
LEETNEX, H 
NO lt duds < oo, 
则 以 KG, D 为 核 的 积分 车 子 
TOA | KG, Dodds, x= Ge Lla, N, 
是 从 Lila,b|9 Lela, 56] 的 有 界线 性 算 于 。 事实 上 ， 由 Höider 
不 等 式 


f'ierexoras = P gG, 2cons a 
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t 


«figi ove inco a 


= VU ixo orale. 


Irel = (fra y" 


Š 


< (| IKC, itaas] Mall. 


可 见 了 是 有 界 的 。 
根据 定理 4.4, EA tE CLa, BIY 对 应 唯一 的 y — y(z) 6 
L'te,bY, 使 


iG 一 {yD a, "b .- (€ Lrla,8], 


SOS HE x mm =G) € Lfo, 51, 
("Do = KTx) 


一 jx Tx)COyCO dz 
(53) _ f soff OD OI 


Lj 5 
- | sas| Kli, s)y(oO dz, 


不 计 同 构 »feCL*[La, 51) 55 Lila, b] $A K L:[a,5]1Y 与 L'[a,5] 
等 同 。 即 / 与 了 等同 , 则 T 对 应 着 Tye Lla, 51, Bj 


(5.4) (TDO 一 | GATIK Dds, 


Wq z= x(e)€ L'[a, 5], 
比较 C5.3) 与 (5. 和 0) ,根据 唯一 性 可 得 


T'Y) = | KG, yade, 
BH 
TID = | KG, DyCOds, M y — yCO € Lela, 5). 


: [517 


积分 算 子 T' 也 是 从 Li[a,5] 到 L*[a,5] 的 有 办 线性 算 子 ， 
但 是 了 了 的 核 KG, 0 与 积分 算 子 全 的 核 KC, zy 相 比 正好 颠倒 了 
s $05: 的 位 置 。 
例 2 设 K(*,y)€ LS), Hp 
S- ((x, po = x, y =1). 
WU. DI 1 可 知 积分 算 子 


(If) 一 | K(z, Ady, f— fœ) € L[0,11, 


是 上 :0.1] 上 的 有 界线 竹 算 子 。 
根据 Hilbert KRATEK, 
(T*f, 2) — Cf, Tg) 


一 f FG (T gx) dz 


- fico [P KG, Dea [us 


- eo xe nores y, 
对 任何 f. re LT0.1]， 故 
CTH 6) 一 | KG, y) Gos, 
= 
CTD Ce — | KG; 210045. 


可 见 积 分 算 子 T* H KO, 3 与 积分 算 子 了 的 核 KC, y) IE, 
KERET z, y 的 位 置 ,而 且 差 一 个 复 共 斩 。 

定理 5.1 设 X 与 了 都 是 Banach 空间 ,了 了 E (X,Y) M T 
EMY 到 X° 的 有 界线 姓 算 子 , 且 

(a) 47 全 一 (Tl. 

(b) ($S + T) — $' + T, 

Ce) CoT Y = Í”, 
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”这 里 ge m(X, Yo, o REREN. 


证 (Bb) 与 Ke) 显然 ,至 于 (oe), di str 3°, 
IIT «lj = E ly CT x)] 


ITI 一 sup I7 >l 
— sup sup IT x2] 
heben) yal 


一 sup sup KT y 203 


一 up |^» — irj. 
证 毕 。 
注意 ,本 定理 的 (e) 款 与 Hilbert 共 辊 算 子 祖 应 的 结果 第 二 
章 $ 4 中 定理 4.1 的 4) 不 同 。 l 
3838 5.2. XÆ Banach Zi, S, T € zoo, 则 
G) (STY = TS. 
Gi) E TEAR TER, M 了 EAR E AS, E. 
(TO = (T iY, 
证 G) 对 任 给 的 x€ X, = € X', 
[CST Y a/100 — x CLST 1x2 — (SZ XCT z) 
= (T'SzXx). 
故 (ST) = TS. f 
至 于 ii, 注意 £ — I, G) 
1 = (TTY = (TYT, 
x , 
I= CTOTY ~ TITY. 
Rj Ci) R M. 
定理 53 VE X, YE Banach 空间 ,Te SZ(X, Y), Bü 
T" 是 了 的 扩张 , 则 对 任何 +E X, 这 里 r:X — X”, c0:Y Y” E: 


典型 映射 
T Cr) = r (Tx), 


证 XA. Te Se(X”, Y”), 对 w, € X, 2L 8 
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rine a, . 
x (x) xn). Mp z€ X'. 
出 对 人 尾 给 的 y eY. . 
(Tx = aT y) 
= (T'y Xe) = y(T=x,) 
= (Tx) (y >, 
可 见 
Tx = (T x,)”, 
证 毕 . | 
对 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 T, 除了 Banach RHA 
-F OT. GEHE E54 中 ,我 们 还 讲 到 Hilbert HWAT T*. 从 
pl 1 和 例 2 我 们 已 经 看 到 ，7T* 5 T 是 不 同 的 ,但 它们 也 并 非 嘉 
不 相关 ,下 面 我 们 来 考察 T* 与 了 的 关系 . . 
设 H, 与 昌都 是 Hilbert 空间 ,TE ££ (H,, Hj). È 


(5.52 1— Tg, f€ Ht, ge Hi. 
HT 的 定义 
(565 IG) — T'g(x) — g(Tx), Yre He 

根据 Frécher-Riesz 表现 定理 ， 对 每 个 je Hf, 从 有 一 个 
x € 是 ,使 f ' 
(5.7) Ha Cr xp), Yre He 
H - 

liz || = Ul. c 

引进 算 子 AHi — H, 如 下 : 

(5.8) Aj w, 3 FE H$, 


则 4 是 保 范 共 轿 冯 构 ( 见 第 二 间 $3). BHA, FEREKA H 
B:H? — H, d 


(5.9) . Bg — y, 3 g€ H2, 

这 里 y € H, WE 

(5.10) gi) - (y, 9,2. vye Hi 
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且 


I», = efl. 
于 是 由 (5.5) .C5.8) 和 (5.9) 得 
(5.11) AT By, = AT'g = Aj = x 


而 从 (5.6), (5.7) 与 (5.10) 可 见 . 
(x, x) => f — z(Tx)— (Tx. y, 
= (x, T*y,), YEH., 
a 
(5.12) X Ty, 
比较 (5:11) 与 (5.12) 可 得 
T* = AT'B^, 
总 结 上 述 ,我 们 得 到 " 
定理 5.4 ik 是 与 H, 部 是 Hilbert 空间 ,TE Se(H ,HR,), 
T*, T 分别 是 工 的 Hilbert jb Banach Jt ET MA) 
| T* 一 AT'B^, 
其 中 A:Hr— H,, BHF > H, EUER IG JESRIRIMI. 
这 表明 了 Hilbert 2s[H] EDU fh 3t S6 8-2 DBIBSOE A. ME 
该 时 到 ,通常 对 Hilbert Zs|H] Ej P8 E MEL-T- HEREN, a RET 
Hilbert ERT., : 


$6 X804 EEE 


本 节 恒 设 4 为 Banach 空间 X 上 的 有 界线 性 算 于 ， 和 以 前 一 
样 我 们 称 


NDS xi Az = 01, 
为 4 的 零 空间 ， 
RCAD)AE{y:y = Ax) 
AmABMGS. 
ER- ARNE 45 GI áEZEmHÉDURSPHATS SE, 9t 
iE] LA K Esau T- 09 HE ES S Ax 一 7 的 求解 密切 相关 ,所 以 它 
. 455 a 


i 


们 是 算 子 理论 中 航 重 要 的 概念 。 

从 有 限 维 空间 的 讨论 ， 我 们 还 涉及 到 4 的 行 向 景 空间 以 及 
它 的 正 交 首 。 但 是 在 一 般 Banach 空间 中 ,并 没有 内 积 , 需 要 引进 
下 列 概 念 。 

AS 61 XE Banach 空间 ， 

G) 对 线性 流 形 MCX, PIB M 在 X" 中 的 零 化 子 , 即 

M'&ly € X'iy G = 0, H x€ M). 
(Gi) 对 线性 流 形 GCX Bri G3e X PHSF, 
'"Géise X:y (X) = 0, 3 y'€ G. 

显然 零 化 子 是 内 积 空 间 中 正 交 补 的 推广 

在 Hilbert 空间 中 , 当 村 是 闭 的 , 则 (M^)* — M. 现在 对 
于 Banach 空间 ,有 下列 结果 

定理 461 ig XE Banach 空间 。 

Ci) 如 果 对 是 天 的 子 空间 , 则 WA 一 M. 

Gi) #xPEB50, GE X mre, CEY 一 G. 

证 ORR MOM’). TUR x6 0M), 则 每 当 y e M', 
yx) 0. DE MJEHIBS EIE dE 2.35, 5, € M. 

Gi) 显然 GCCGY, di y < (G, MA yec. 否则， 由 
命题 2.2, 存 在 n € 区 ,使 

200 5 0, H x(w) 0, S z€ G. ` 
因 天 是 自 友 的 , 必 有 x € X, 
na = rah Ómaex. 


于 是 ， 
yar) >< 0, dH z(z=,)=— 0, HM ze G. 
这 上 与 y € (GX 的 假设 矛 质 。 证 毕 ， 

应 该 指出 ,对 于 非 自 反 的 Banach 空间 X, Gi RARI CA 
HLL40], $HL7) | 

下 而 我 们 来 讨论 值 域 与 零 空 间 的 关系 。 

引 理 6.1 (RCADY — NCAD). 
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证 iz vy € N( A, 则 了 ?一 和 4。 政 对 任意 的 x€ X, 
y(&x) = Ay (ay == 0, 


fri y€ RCA), 应 有 x, € X, mom 1,2,:--, fi y = lim Az... T 
是 y GD = limy Az) = 0, BE y € RC. 


RZ. H y ERCA BER z€ X,y' (Ax) — 0,BB A y Ce) 
-— 0, Ék Ay 一 0， 亦 即 y € N( '). IEE. 
引 理 62 (RCE) = NCA). 
证 设 z€ NCA), W) As 一 4。 于 是 对 尾音 的 we X', 
f d'a (x) = z (Ax) 0. 
任 给 yE R( A), MA r, €. X, n 1,2, EM y - lim 4x; . 
Mi »y'( 一 lim fs; (=) = 0, ik xc (RA, ». 


Rze A RCA JMA HERR x € X Aw Cx) — 90, BHD 
Ox'(z) 一 0。 根据 Hahn-Banach I, Az — 0. FM xc NCA), 
证 毕 。 . ' 
引 理 6.3 ONCE) — RCAD. 
5I 6.4 RCZACN(A>, 
516.5 PX dE BAI SJ, RJ 
[195 ) = NCAY., 
这 三 个 引 理 可 直接 证 上 朋 ， 也 可 用 定理 6.1 与 前 面 的 两 个 引 理 
来 证 。 
[45138 6.5 为 例 , 从 引 理 6.2, 
RCAT D = NCAD. 
N29 X EER, RCA) dé X" 的 于 空间 ,根据 定理 6.1 Xij, 由 
EAT _ BEEN 
R(A) — CRE YY = NCADP, 
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综 上 记述, 有 
定理 6.2 E AE Banach ZAX LIAR RESF, H 
NGA) — (RAT), 
NCA') = (ROY, 
R( A) — NCA), 
RCA) CNCAY, 
RUE X EUIS 
RECAY 一 N( AY. 
这 个 定理 已 如 前 述 来 源 于 线 代数 ， 其 实 它 也 与 积分 方程 论 中 
的 Fredholm 交替 定理 密切 相关 ， 此 外 ,和 如 Lorch 所 指出 , 这 里 
正 皇 示 出 自 反 空间 概念 对 于 算 子 结构 理论 的 重要 性 〔〈 见 [33], 
P. 53)， 可 以 举 出 例子 ,如 朱 X 不 自 反 ,等 式 
RCA) = NCAY 
确实 可 以 不 成 立 。( 参 见 文献 [ 39 了) 
定理 6.3 RCO = Xe A 是 单 射 的 ， 
证 之 .从 定理 6.2, 
^o NCA) = (RCAY = x° — (0), 
即 4 是 单 射 的 。 
至 于 人 所。 从 定理 6.2, 
RCA) = NCAY — 10] — X 


证 毕 。 
iR] HERTELUEBH , 24 X Je: Et SZ 2S [RISE , 
R(A4) = X « A 是 单 射 的 。 
应 该 指 田 , 定理 6.2 是 关于 值 域 的 闭 包 RKCA), 还 不 是 关于 值 


域 RC A) 的 结果 。 例 如 ,我 们 只 有 
(6.12 : NCE = RCAD, 
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述 没 有 达到 有 限 维 空间 的 结果 (5.1)。 此 外 ,从 定理 6.3 b HUS. 
RCA) = X«— A 是 单 射 的 。 
我 们 当然 关心 A 的 递 是 否 连 续 , 从 上 面 的 讨论 还 不 能 知道 。 但 即 
R ROD 是 闭 的 ,情况 就 很 好 了 。 这 使 (6.1) 成 为 
NCA) — RCA). 
关于 这 方面 的 一 个 重要 结果 是 Banach $81 2c 3E ATUM ER 
定理 6.4 ib XY dE Banach 空间 ， 了 E S(X, Y), MI 
下 列 各 命题 等 价 : 
Q) R(T) 是 闭 集 3 ° 
(2) RCT) 是 闭 集 ; 
C3) RCT) — NCT); 
(4) RCT) — NCT Y; 
(5) T FRH; 
(6) T'EJrih 54. 
A ARRR BDAG JF E o 20 7T SR AURA. 
关于 这 个 定理 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参见 [9] ,第 101 Tr. 
历史 地 讲 ， 线 代数 理论 确实 提供 了 探索 算 子 理论 的 背景 和 巨 
大 的 推动 力 。 例 如 在 第 三 章 $5 中 我 们 已 经 看 到 Banach 空间 共 
HAT 5j et ELXBBEDUSER OST EET AE ZSIRI LREN A 及 与 
它 相应 的 矩阵 4 那里 还 讲 到 
R(A) — 二 的 列 向 量 空 间 。 
我 们 熟知 ， 一 个 算 阵 的 行 向 量 空间 的 维 数 等 于 列 向 量 空间 的 维 数 
《参见 [2], 第 四 章 ,$ 4, 定 理 4)， 而 
RCA') — A 的 列 向 量 空间 
- 4 的 行 问 量 空间 ， 


a 

(6.2) dimR(A') = dimR(A). 

现在 ,从 闭 值 域 定 理 立 九 可 见 , 对 维 空间 苞 上 线性 变换 了 总 有 
dimN(T) 十 dimR(T) — dimX — s, 
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这 是 线 代 数学 中 的 重 对 公式 .有 人 甚至 说 它 “ 几 乎 包括 了 我 们 所 知 
省 的 关于 线性 方程 组 的 所 有 知识 江山 11], 第 107 页 ), 关 于 (6.2) 式 
的 简单 且 直 接 的 证 明 可 参见 [21, 第 七 章 , $ 6. 

从 上 面 所 说 的 可 见 ， 闭 第 域 定理 实 为 线 代 数学 上 线性 变换 的 
管 域 与 夫 空 间 的 研究 在 无 窍 维 空 间 的 推广 。 再 从 下 面 第 四 章 中 定 
EB 3.9 的 征明, 由 闭 信 域 定理 立刻 可 推出 著名 的 两 择 一 定理 , 则 是 
经 暴 的 线性 积分 方程 论 中 熟知 结果 的 推广 .总 之 ; 闲 值 城 定理 来 自 
经 典 的 线 代 数 与 积分 方程 理论 ， 在 线性 算 子 方程 可 解 性 的 理论 中 
EGER, 

根据 定理 6.3 与 定 6.4, 可 知 

RCA) = X <> A BOE RE ERIS. 

E ROE) = X e A 的 道 是 连续 的 。 

Bul PIE SPP ACT 4, 其 值 域 RC 是 否 闭 是 至 关 重 要 
的 ， 当 然 绝 非 对 每 个 有 界线 性 算 子 A, RA) Raetia, AA, A 
Li 上 ,对 x 一 i£. £n» Ep eje, 定义 I 


dx = le. " — NL Zn 


WAIED FN ER AK, WAKIL SIR B BORIS 0 的 点 的 集 


合 包 含 于 RCA), 且 在 中 稠密 , 故 RCA) — p. 但 
y= {hi p] 

& RCA) TT n. 

注意 定理 5.4 中 的 4, 8 都 是 保 范 双 射 算 子 ， 从 它 和 定理 6.4 
不 难得 到 关于 Hilbert AES AU T Fd 

定理 6.5 设 H, 与 H, WE Hilbert 空间 ,了 € S (H,,H,), 
则 下 列 各 命题 等 价 : 

(1) RCT) 是 闭 集 ; 

(2) RCT*) E HE; 

(3) RCT) = N(T*}; 
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(4) RCT*) = N(T; 
(5) T ROTER; 
(6) T* 是 开 了 映射 ， 


$7 序列 弱 收 敛 与 序列 弱 * 收 多 


1? H3 ge SUE 

回顾 古典 的 数学 分 析 ,许多 基本 定理 都 是 关于 Rt 中 有 界 闭 党 
《 即 殉 紧 洁 ) 的 。 例 如 连续 函数 的 基本 性 质 ， 聚 点 原则 等 等 。 在 第 
一 章 $ 7 中 ，Riesz 引 理 却 告 诉 我 们 ,任何 无 穷 维 的 线 许 赋 范 空间 
的 单位 球 都 不 可 能 是 列 紧 的 。 因 此 ， 攻 内 限 于 线性 赋 范 空间 上 的 
范 数 拓 盾 ,那么 一 系列 古典 的 数学 分 析 的 技巧 就 都 用 不 上 , 行 不 通 
T. 

远 在 本 世纪 之 初 ，Hilbert 在 研究 积分 方程 时 已 经 看 到 下 而 
琅 谓 弱 收 伍 的 概念 了 ， 并 且 反 复 使 用 一 个 他 韦 敌 “选择 原理" 的 工 
县 (参见 [241,P. 115)， 用 班 在 的 术语， 这 个 "原理 "如 于 文 的 定 
3874, AEF E SAC CBE: — LH RR Es a DRE E a UD LR 
着， 

定理 7.1 对 可 分 的 Hilbert 空间 右 欧 闭 单位 球 女 中 任何 点 
列 (x... 总 可 以 抽出 一 个 子 列 {2} BA EU, Ë 

lim (xup, y= Gu, y), Vye H, 


即 所 谓 (xe AERD m. | 
E KRH P, 这 只 要 在 H 中 引信 一 个 正规 正 交 基 即 
可 。 设 | 


x = {ġo Eye 
x, dE. Ep coto Ego co] 
X, 77 f£ LT -7ta Esis “小 
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| Diese diss, 可见 


EPI = 1, n, = 1l,2, "8 
BHARA, S THAI 


x=, - (£s Erit in Epl 


使 
imi, . "= Šis j- 1,2,*:**, 
+ š: 
对 性 何 自然 数 NN， 
De la <, 
f=1 
4 kK—+ o, (ETN 
' > ls ts 
49-1 
从 而 
EMILE 
jl 


HË x dE. $£ °, E19" "EU, 
现在 ,对 任何 y 一 in; Mms "7.9389 7*7] € H, 
LETA y) — Cx, w) 
_ Cx, 一 Xy 2| 
> G., 一 Ë; Df; | 
j-1 7 


«| > 《Si 一 E | +| PE [ 


+ 


Li N 
D nje X1, illl 
imi 


i=N+ 


4 (E ev) (X P) 
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ë 


à Va Vi 
+ i : 2 
( 2j 181) ( Z iat) 
N = v 
< S — &llm 2 D iul) 
Jæ} i=M+11 
BORSANISACK. 2 by HERM mA N ,显然 


N 
Em D lëng — Elm] — 0. 
证 毕 。 

例 1 设 光 wx) 是 可 分 Hilbert 空间 万 中 有 界 的 , 弱 序 列 闭 的 
点 集 BU 上 的 序列 模 连 续 的 实 值 泛 函 ( 即 车 (ls). BKA w, 
H) IC) > J(a), n— oo), 如 果 有 (aya CB， 使 

Kua) — inf JG, 2-7 00, 


因为 UW fos BOSE PRÉS REET, MA Dna 的 子 序 
FA Aunti EREE we R. MAD FA C NEA 
有 Kup) > Kw), À — o. k 
Kw)= inf JO, 
BB JC) EZ 上 达到 最 小 值 。 E 
很 有 意思 ，Hilbert FÆ 1909 FEE 28] He 31] d Ac Ae dk f 3X 
个 重要 推论 ， 他 说 :“ 无 穷 多 个 变量 的 连续 《 按 :， 即 序列 弱 连 续 ) 
函数 必定 有 一 个 执 小 和 值 ， 这 个 命题 由 于 其 普遍 性 及 精确 性 可 以 代 
t$ Dirichlet 原理 ,"( 参 见 f1], 第 134 页》 
定义 7.1 WE XXE Banach 空间 ， (z. CX, x, € X. n 
对 任何 fe Miu 
hmf(z,) 一 ir). 


则 称 序列 (x,)2-. ERE ACRI x,, 记 作 x. x. 
定义 72 如果 Banach 空间 之 子 集 A 由 的 任何 序列 都 有 费 
* Í63 * 


We SCR T-He 9, RR 4503995) E. 


命题 7.1 ik X E Banach ZH, fx,bLGC X, x € X, Bh) 


a, — x, <= G) {jela 有 界 ， 


Gi) 存在 K HAART M 


limf(x,) = f(x), 38 fe M'. 


证 cube. 由 全 ) 存 在 常数 天 之 0, 使 jel < K, 5—0, 
1,2,-::,Di?9 M EX 中 稠密 ,于 是 对 任何 f< X BERE => 0, 


都 有 ne M', 使 
llf — fd «s. 
从 而 
Hr) 一 大 zj 
= | 大 xs) — R(z,)| + HC) 一 天 Cs 
"df — Kal 
< 2Ke + Ix) — Fx). 
又 根据 假设 (ia) 可 见 
limj(z,) = f(x). 
gre. HREH EEX, FERAM > 0 ,使 
sup |f( x,)| = M. 


HE 4.2, 
suplia. < co, 


BD GO 成立, 而 《ii) 则 是 显然 的 ， 证 毕 ， 


命题 72 XE Banach Hl, (x, TS X, xz.€ X. 


w 
£&, ” s WU h R e 
Na 

> Asiti —*X.,, n — CO, 
mej 


Ny 
这 里 = 0, — 1, N,, E. >; A,; ls 


iwl 


* 164 < 


如 果 


AE REW (xl KFAR, AREE E 2.7. E JEGEUY 
列 闭 的 . Edo, —e dE ne E. 证 毕 。 
定理 7.2 (Pettis, 1938) 自 反 空间 总 的 单位 球 是 弱 列 紧 的 。 
证 设 {yj 世 ,是 天 的 单位 球 也 中 的 序列 ,Y 是 (y. lf 张 成 
的 子 空间 , 刚 Y 是 可 分 的 。 根据 定理 4.9, 了 也 是 自 反 的 。 则 对 上 典 
Deyir, Y" — tC(Y) 是 可 分 的 。 由 定理 4.1，Y’ 也 是 可 分 的 ， 
W (dE Y 中 筒 密 。 对 每 个 固定 的 大， 数列 OD E 
有 界 的 。 考 虑 数 集 {y1Cy,)}i,， 用 对 角 线 方法 可 抽出 (utu 的 
GOES fyu} 包 使 得 对 任意 自然 数 4, ODA FEB d 
的 。 取 x= yu 一 1，2，,…-。 这 样 我 们 得 到 (y.)2., 的 一 个 
子 序列 Dems HET k=l, 2,6, my, (xi) 存在 ( 且 有 
ËR), v 
` SHE DEAUGR rr e x”: 
xQ)-yG)0,8mytcY. 
HIRUBE slim ej Cnt ERE vifi iHe 在 Y rh Bis ut Elie om lal 
sl, TEST y € Y ,可 知 lim xi《y ) TE 5E X. 
WOD Ems), BG yey, 
易 证 ye Y”. 因 了 是 自 反 的 ,存在 y, EY 了, 使 
y (D = (y), 33 y €Y', 
| limy (zi) -y M y € Y, 
现在 ,对 任何 x*€《 X' 4 xs 表示 x HEY LREN <ç e€ Y, B. 
x(y)-— zyG), X y€ Y, 
于 是 由 (uHaCcY. ye Y 可 见 ,对 任何 x= e X 


lin x'(x;) — limxy(z;) 
i i 


于 是 


一 xy) 
一 xiy) 
HÚ lx), RA ye UE, | 
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2° 序列 弱 * 收 效 与 弹 * 列 紧 性 
定义 7.3 对 Banach 空间 X ik [.)TCX', f€ X'. 如果 
对 任何 x € X, E 
imf, (e) = fC), 


WESER {f} BERR Join um fo 
7.3 对 Banach 空间 X, i (fc X, fe X' WJ 


— = G) hl ER. 
Gi) ## X RAHAT E M, 使 
lia f, Cx) -Jj NM orc M. 


TIE BROXC f Am dr RE 7.1, AUS, 读者 可 作为 习题 自己 完成 . 

XX. 7.4 XA Banach ZALAR ACX., mA A cif 
ESRAR sr SC 3- E39) , UR d ERAR 65. 

定理 7.3 设 X 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 X rugyeriRU 
AEH, 

证 RSX ETAM, BTDLX ARAT AE (n Tu. WE 
{fha EU PER, UDSERETS EERI m. UC x01 re 是 有 界 数 列 . 
E Caa AARAM UI 的 子 序列 
{fa}?,， 使 得 对 任意 自然 数 m, UL. G0 Hrs 都 是 收 化 数列 . 
再 由 [xb EXPRE, UV ILS 有 界 ， 可 见 对 任何 z€ X, EX 
列 UGOlre SEA. EC | 

fo) 一 lim fn, CX) 4 r€ X. 


易 证 fe X. W utm f. ER. 
这 个 定理 世上 见于 Banach 的 名 著 ( 见 第 一 章 8 7 末 ) 中 第 123 
次 ， 当 时 没有 一 般 括 扑 的 工具 ， 而 且 弱 拓扑 也 刘 被 引进 还 未 被 入 
熟悉 ,一旦 有 了 这 些 准 备 知识 , 便 不 需要 可 分 性 的 假设 ,而 有 
定理 7.4 (Alaoglu, 1940) ERFX Fk Banach 空间 , 则 X 中 的 
HE rS ESO KIU. 
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这 个 定理 的 证 明 可 参见 [351, 定 理 IV.21. 
3° ”Banach 空间 上 的 还 近 问 题 
定理 7.5 设 F 是 自 反 Banach 空间 无 中 非 空 的 弱 序 列 闭 的 
F. UTER x€ XF, VA y e F, E 
la, — xli 7 inf iz, 一 yl. 
一 般 称 y, 20 x, XE F LORENI, 
证 G m — inf lx, 一 州 。 由 下 确 界 定义 ,存在 元 列 
{x -一 了 了 
使 | 
lim || z, — xi — m. 
显然 ISP EARE. MEM 7.2, 存 在 子 序列 {ea 使 
Wai 770707 Yes 
E29 F ERIR y,€ F. 
设 je X, fei xu | 
K, 一 x) = ümf( s, 一 xp 7 


从 而 
ICs, — v1 ~ lim Hf, — 2421 
< lim |líllllz, — 2, < m. 


由 典型 映射 的 性 质 ， . 


ls, — yl = Ap, IC, — yD < m. 


另外 ,由 严 定 尽 ,显然 |x — y] Z=. 总 之 
lx, — yli = m = inf lx, — yi. 
证 毕 。 i 
根据 定理 2.7, s-r HIS 88 JE S9FF26F489, MEEA 7.5 也 
可 改写 成 
X34 7.5 设 F 是 自 反 Banach 空间 于 中 非 空 的 凸 闭 集 , 则 于 
9 和 


任何 me XNE， 必 有 x€ FE 
lx, — sll = inf. lx, — vli. 


WS 7.5 (X, + |> 是 Banach 空间 ,如 果 对 任何 z, y € 

X, x9 y, |l — Hyl = 1. RC 
lax + €t — ajy] < 1, 24 tadi, 

WE (X,] + |> 26072 lS. 

$58 7.4 对 Banach ÆA] X, i e i>， 如 果 于 储 们 x,y& X, 
x= y, M. e+ yl = lit lyi EE c 220, 使 x 一 cy， 则 
(X, l| * TO ETRE A. 

证 设 z,y€ X, xay, H dall iyl 一 1, 则 于 任何 < 之 0 
及 «€(0,1), 都 有 ez œ c(1 — ey. I, ax = e(l — ayy, 
HARK am ctl — a), 与 + >< y FI, Bp y 

lar + (1 — ol < lazi + Ki — oyl = 1, 
M ali, ` 

Sk X || ER TB. 

推论 — L'La, 5] (p > 1) 是 严格 凸 的 。 

根据 命题 7.4， 以 及 关于 Minkowski 不 等 式 的 讨论 可 得 。 
( 参 罗 江 泽 坚 , 吴 管 录 编 《4 实 变 国 数论 3 第 二 版 ,第 6 章 ，$1.) 

定理 7.6 在 严格 凸 的 自 反 Banach Zs[H] X rp, w€ X 在 非 
ZROH FX Le8-&üàd EC. 

证 首先 , HERE 7.5, x £F 上 有 一 个 最 佳 通 近 元 。 如 时 
x, YE F LERTE m 与 m, AR. 


lzy — aill = mm inf læ — yil. 


则 于 á 一 T Gm 二 ta) EF 从 


e e x, — ul < > |x, — =l + i as 一 al = m. 


可 见 ls “| 一 m, Mü 
K, 一 “) + (x — 229]! 
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IKEA 一 Ppi = ?m. 
Abhi m > 0, 则 


(1.1) (xy — m) + Cx — 12 


2 
in t, > s, D M lax ks X BIZ FR SERE, 


== m > f. 


Iz Rz LJ PES 


2 m m 


(x — m) + (n — 1) 
2 


< mm. 


50.1). us. 
定义 7.6 iR JOO 是 线性 赋 范 空间 天上 的 泛 函 (不 必 线 性 )， 


如 果 任 给 +, 一 >x。 及 s> 0, 存在 N>0， 使 当 n9 N 时， 
Kae > JC) — s. 
则 称 JG 是 下 半 能 连续 的 
$)2 对 Banach 空间 {X lll x € x, 
JH) = dx — yal 
是 下 半 弱 连续 的 。 这 可 以 如 定理 7.5, 通 过 
ix — nl = | sup if(x — 21 
定理 7.7 设 JOD 在 自 反 Banach 空间 X 的 西 闭 上 党 上 是 
TEDEH., AA lnh CK 是 有 办 序列, 使 
J(*,) — inf JD, 
则 JOD 在 下 RK 上 达到 极 小 值 , 
证 由 于 XX 是 自 友 的 , (z... 有 界 ,根据 定 理 7.?2,{x。}*m 有 
SSUrSCT SE. GRE x. x AGERE 27 可知 xS € K, 
因为 JC) 城下 半 弱 连续 的 ;所 以 性 给 e > 0, 存 在 N > t, 
M n > N H. 
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K X.) > JC) — EÉ, 


从 而 
in JG) = limJCs,) zx JO). 
& 
J(n)-— inf JG). ` 
dE. 


值得 注意 的 是 在 控制 理论 等 实际 问题 中， 性 能 指标 往往 是 下 
PERRERA. 


TE MEME 


1? WEEE,‘ Hilbert, F. Riesz 到 Banach 所 研究 的 者 是 
FARKA. BAE Banach 名 著 ( 见 第 一 章 $7 末 ) 的 中 心 , 正 
如 W. Rudin 所 说 , 这 肯定 是 Banach 对 省 函 分 析 最 重要 的 贡献 
之 一 。 但 车 只 限于 序列 弱 收 和 化 ， 邵 使 怒 所 有 弱 收 合子 序列 的 极限 
都 添加 上 去 也 并 不 导致 絮 序列 闭 集 。 以 致 Banach SEjislA A 
超 穷 闭 包 等 筑 杂 的 概念 。 其 实 , 当 时 von Neumann 在 1930 年 所 
引 A 的 弱 邻 域 概念 却 是 非常 简单 明了 而 且 极 便于 应 用 的 。《 参 见 
[37], P.373) | | 

ÆN 81 VE X2 Banach ZM, X° Jo X BJ ESE aj, X dE 
9 点 的 弱 部 域 基 定义 为 所 有 形 如 下 述 的 点 集 : 

N(xi, ttt, x48) 
&ixe Xij Gl « e. im 1, nis 
这 里 z€ X, d.e. s= CEt, 5, 86 70, jd, 
"9 都 是 任 意 给 定 的 。 
”对 加 EX， 所 有 如 下 形式 的 点 集 
xb NÓxa--2]xLjE) 
一 (x€ Xi|lx(x— n) < En jm l,e, n) 
定义 为 在 x, AARRE, 
设 GCX, WM ott re ,部 存在 * 的 器 邻 域 基 中 的 V, 
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wE VCG, lERG2ODESJEAA. HATRERZ X LAHEK 
为 Banach Zz[H] X ERTS9101^. 

WEG )ACX, x € X. ANUBO x HEARD V, AFE 
自然 数 N E n 2NB, z. e V. BER (sutra TESSPETPUCSE 
E x,. I 

容易 证 明 ; . 

Li ixl e CA I LX k S) x, 
«—x,—— x, 

£41 (von Neumann, 1930) 存在 P hau A, (EO 
是 4 的 组 聚 点 ,但 是 没有 4 中 的 序列 能 弱 收 剑 到 0- 

von Neumann 曾 考 察 天 中 如 下 点 集 4: 


I = 11,1,0,0,*--], 
Xu 11,0,1,0,::*), 


: E—H 
Ti T (1,0,*--,0,1,0,-*- T], 
577 [0,1,2,0,--*5, 
x4 — (0,1,0,2,0,---), 
- 第 二 行 


(8.1) £a 7 40,1,0,-77,0,2,0,*-*], 


Qa. ™ 10,7 0 1 一 1,0,:**], 


foi d|0,75,9,01,0,5— 1,0,---), tin — 1 Í 


这 里 x,Q (E < n) RUÉDE REOS 1,98 6 4355829 《而 其 它 
坐标 都 为 0。 
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关于 4， 首 先 0-—[0,0,---) R AB938988. Bob 
WEB y 一 I, m. cole]? Ros 0, 适当 选取 大 与 s 便 
有 
IG, 321 = [mÍ + Aye) < 8. 
但 是 4 中 性 何 序列 (n T SER Bus raka) 0， 因为 车 lz YT, 98 
路 敏 ,由 命题 7.1, 人 si- 有 界 . 于 是 iaie PiSERRGECSDDUR 
前 有 限行 挑 出 来 的 ,成 而 必 有 无 限 多 个 x; 出 现在 同一 行 由 。 这 也 
然 不 融 收 化 到 0。《 例 如 ,有 无 限 多 个 z BRER 5 fT. 则 这 无 限 
多 个 x; 的 第 5 坐标 都 为 1, 不 可 能 趋 于 0.) 
熟知 距离 空间 中 的 点 * 是 点 集 计 的 豪 点 必须 存在 村 中 的 点 列 
zj， 使 人 所 以 上 述 的 例子 表 
明 弱 拓扑 空间 不 可 能 是 距离 空间 。 
ik Is) 是 Banach ZH X LEARE, mi$A 
p 一 HC 
EAE X EATER LEH s S), E. d Hahn Banach 定理 
BIA, (pale X'] SERT EXER. 
TET SSPATREUNE 8 VE lo... 是 线性 空间 无 上 上 一族 能 分 离 
点 的 半 范 数 ,以 f 
N(eo :°° soe) 8) 
&ixto, 0) < 8, 了 一 1， 全 
为 0 的 邻 域 基 , 币 以 形 如 
x, + Nare 8 
一 {ripak — z) < 6, jm lytt n} 
的 集合 作为 x, EPRE, 这 样 就 由 lhe BT X k— 4-8 
tt. 
不 难 验证 ,线性 运算 
(xz=,y)i=> x + y, (1,x) — iz, 
x, y€ X, 16 C, 
接 这 个 拖拉 是 连续 的 。 因 此 ， 一 般 称 如 此 的 拓扑 空 间 为 线性 拓扑 
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空间 ,通常 简 记 为 1-t.s， 

我 们 在 第 三 章 # 2:0 4b. SP duis RAS S M t 
念 。 易 见 尾 何 下 (oa 0.:8) 及 x, + NC. tuo, ; 8) 都 是 
凸 的 ,平衡 的 ,吸收 的 点 个。 这 就 导致 我 们 引进 下 列 重 要 空间 ， 

定义 .2 由 一 个 能 分 离 点 的 半 范 数 族 {po}se.w be 
HATERA BO SB OS ER PE RR A. 

在 40 年 代 中 期 以 前 ， 学 函 分 析 学 家 的 兴 十 几乎 集中 在 线 隆 区 
范 空间 , 最 早 关 于 局 部 凸 的 线性 丘 扑 空间 的 理论 大 约 是 J. Dieu- 
donné 和 L. Schwartz 在 1949 年 的 工作 。 它 的 一 个 主要 推动 力 
是 分 布 理 论 。，(3 引 自 [37]、P. 373) 

定理 381 设 村 是 局 部 廿 的 线性 拓 拓 :空间 下 中 的 吕 闭 集 , 若 0 
€ ME. mw M， Wax ERJEESESCHEREEIA ER. f, BE 

f(x) > 1, H f(x) =< 1, M z€ M. 

证 明 与 定理 2.5 相似 ,读者 可 以 作为 习题 自己 完成 ， 

推论 ” 凡 局 部 凸 的 非 零 的 线性 拓扑 空间 上 都 存在 非 零 的 连续 
2x TZ DE. 

2? Fréchet %0] 

在 第 一 章 $8 中 :我 们 讲 到 FAAS A Fao 
为 Fréchet 空间 , R£ 35: SEHR Pls w. 

定义 8.3 几 局 部 巴 的 了 一 空间 都 称 为 Fréchet 空间 . 

这 大 约 是 N. Bourbaki 首 迪 采用 的 术语 。 为 什么 要 用 这 个 
术语 ? 因为 有 了 局 部 凸 性 ， 从 定理 8.1 的 推论 便 可 保证 一 切 非 零 
的 Fréchet SACRE REA 事实 上 ，$ 2 中 
兽 指 出 , F 一 空间 4[0,1] 上 竟 没 有 非 零 的 连续 线性 返 函 ,对 于 这 
样 的 空间 根本 就 谈 不 上 对 侦 理 论 了 。. 

在 第 一 章 58 中 ， 我 们 曾经 通过 可 数 多 个 半 范 救 定 义 出 空间 
@ (Q), EO K VR")， 它 们 都 来 源 于 分 布 理 论 , dedii 
方程 理论 ，Fourier 变换 理论 和 量子 力学 上 分 别 起 到 重要 作 Ja. 
我 们 已 经 证 明 它 们 都 是 P 一 空间 。 既 然 它 们 都 是 由 一 族 半 范 数 生 
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成 的 ,所 以 还 者 是 局 部 凸 的 ,从 而 它们 施 是 Fréchet 空间 。 

应 该 指出 ， Frtchet 空间 是 性 质 最 整齐 且 最 常用 的 一 类 局 部 
凸 的 钱 性 拓扑 空间 ,几乎 所 有 关于 Banach 空间 的 基本 涉 理 ,例如 
开 孔 射 定理 . 闭 算 子 定 起 、 闭 图 形 定理 、Hahn-Banach 定理 ,一致 
有 界 原 理 等 等 在 Fréchet 空间 上 记 都 是 成 立 的 。( 参 见 [36]，5V. 
2 和 [8]，4H.57 


3) m 
1. REFIRE Ceunie. iE 
y - 
iip (Silent) <o, 
HEEXRHRHERT Tiy Tr: 为 


m = >; sasi i= ly dyes 
f=l 


其 中 x= (8,, 55e Ë, s] y = Uns 7asssssasse b, 
试 证 明了 是 从 (m) 到 自身 的 有 界线 性 算 子 , 且 


T] < su a . 
Ini (2 al) 
2. 设 数列 dat AR, 在 P 中 定义 线性 算 子 
vm Tx: Da = Gu A mom ly Lyres, 
Hh, se (E.M y m iyu 


试 证 明了 是 从 ” 到 自身 的 有 界线 性 算 予 , 且 
jT] 一 sup|a,|, 


3. 证 明 上 题 中 算 于 是 有 界 可 逆 的 当 且 仅 当 
: inf [ a,| > 0, 
REFER Carya MUR 


> (lal )<=. 


i= jml 


由 它 定义 的 算 子 了 为 


y= Tr: u= > Si iw l, 2,7, 


Pei 
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Hh s= (£L. v = 2. . 
证 明了 是 从 P 到 0 的 有 界线 件 算 于 ,这 里 1<p eoo, 


Lal: 
? a 


5. 设 XX 是 Banach Zf, AB e V (X), 如果 4,B NER f SD , Wk 
AB 也 是 有 界 可 逆 的 : 且 
(AB) = B7 477. 
6. 设 X,Y 者 是 线性 赋 范 空间 ，T e (X, Y), RER AR TEAR 
的 , 则 零 空间 NCT) EFJ. 
反之 ; 当 N(T) 是 闭 的 时 ,了 一 定 有 界 吗 ? 
7. 设 X 是 线性 峰 范 室 间 。*，? 6 X. 如 果 对 X 上 任何 连续 线 华 迈 函 h 
都 有 fz) = JOY, M = = y, 
8.12 X Banach 空间 * 试 证 明 对 尾 给 的 z€ X, 
zl = sop{ fC: e X', MSL 
9.5 f(s) BRERA X EKITI EFR AA, MAERA 
z, y ë X, acC, 
pix + y)= p(x) + pO» 
pus) = Jal P(z2, 
如 果 pCz) 在 + 一 0 处 连续 ; 则 plx) Ax REAR. 
10.18. gx) ERARA X EDERN, M inper) G>0) 是 个 
凸 梨 ,而 且 是 平衡 的 ,吸收 的 。 
11. RUE D iO ERG RIPE PA AERE CE SEE QR URL RA FIRE 
EKRI, 
RH L'[a, B] 上 有 界线 社 泛 函 的 一 般 形式 . 
13.98] E — CE RAMA Hellinger-Tosplitr SEED AUR. S) 
14. 设 4,8 都 是 Hiibert 空间 百 上 处 处 有 定义 的 线性 算 于 , 且 
(ax, y) = (x, By), Vs, YEH, 
证 明 : 4, B BERARU H. 8 =A, 
15.1] X, Y 都 是 Banach 空间 。TE (X, Y), In T RB 309, 则 
T^? AMAT. 
16. 斌 证明: 如 果 了 是 闭 算 子 , 则 了 的 图 形 GCT) 是 未 的 。 
17. 设 de JE Banach Si] X PRAS ARRAREN JEX, 
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D jileto, 


则 存在 正 数 上 对 一 切 tex 都 有 


= 


B He pliself. 


am} 


18. 试 证 明 ， 无 穷 维 线性 赋 范 空间 的 对 但 空间 也 是 老 穷 维 的 ， 有 限 维 线 
性 赋 范 空间 XxX 的 对 侦 空间 X' tA IRA. H dimX = dimX', 

19. 斌 证明 ; Bansch 空间 XX 是 自 友 的 当 且 避 当 X 是 自 色 的 。 

20.14 X, Y 都 是 Banach SH], T:X— Y 是 保 范 同 沟 映射 。 证 明了 
的 Banach RAAF T 是 外 HX 的 保 范 同 鬼 映射 。 因 此 ,如 果 XY, 
则 Xey, RA S ARAA Banach 空间 是 保 药 同 构 的 ， 

21.1] X, Y 都 是 Bausch ÆA, TEZCX, Y) WEH: 如 果 了 是 有 
限 秩 的 , 即 RCT) 是 有 限 维 的 ; 则 了 也 是 有 限 软 的 , 且 

dimR(T) = dimR(T"), 

22. 证 明 引 理 6-.4 和 引 理 6. 4. f 

23. 证 明 : PTH AAR gai Esas I Sk (Bh 1 s gk ir SK OS Or. 

24. 在 L'[a,5](1 < poo). 中 作 一 个 增收 伍 , 但 非 强 收 敛 的 点 列 。 


25.48 (5. RC C[es B]. tecla 5], 证明， 如 果 = 一 ws BH 
| Gu) | 
BARAT x00. BDEESR íe [ss F], 818 limr,(2 = h 
26, 设 X, Y 都 是 Bsnach 空间 。TE (X, Y), MEHR: 


如 果 sz, 刚 ra 


27.12 M E: ER PE NA T 2S] X 69 T == [al , EST cM. Xa — 7 Xs *. € 
M. f 

28.19 X,Y WEERA], Xa{0). 试 证 明 : 加 果 2(X,Y) 是 
Banach 空间 ,网 Y 必 是 Banach zung, . 

29.19 X RERPESS RI. | - D, = 1 + Ú, 分 别 是 区 上 范 数 。 如 果 凡 按 
l. 由 :连续 的 线性 远 子 也 按 上 四。 由: 连 统 , 则 必 存 在 常数 a>0; 使 
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hsl Sahl, Ve eX. 

30.8 X, Y 部 是 Banach gml, T & £(X,Y) ig R(T)= Y, gj 
存在 常数 MO, SERI ye Y, 都 有 ze X, 0 
y= = H zl mliyil, 
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第 四 童 ”有 界线 性 算 子 谱 论 
$1 有 界线 性 算 子 的 谱 


还 是 回 到 线 代 数 ， 我 们 知道 有 限 维 空间 X 上 的 线性 算 子 站 的 
兰 征 值 概念 是 十 分 重要 的 设 了 的 特征 值 为 Nt "Xn。 则 六 
便 可 按 这 些 特 征 值 分 解 为 T 的 N 个 不 变 子 空间 o, of, ts, 
AEn 的 直接 和 
X — HR DAD Do y. . 
这 是 关于 算 子 了 的 结 梅 的 重要 结果 。 全 体 i K 1,9 N, FE 


”下 面 的 定义 来 说 ， 便 最 算 于 了 的 谱 fT)， 它 是 重要 的 相似 不 变 


量 ， 这 是 对 一 般 的 线性 变 澳 工 来 说 的 ， 如 果 对 自 华 的 变换 ， 或 
Hermite 矩阵 来 谤 ,特征 值 的 意义 就 更 处 于 显要 的 地 位 了 ,无 论 是 
信 纯 数学 或 物理 学 来 看 都 是 如 此 .。 

l 算 子 的 预 解 式 与 说 

以 下 总 假定 义 是 非 零 的 Banach 空间 , TE &/(X),: EXE 
ESAF. 

ES ll 设 iec, 如果 X71 一 了 的 值 域 ROL 一 T)=X, 
B QGr—T)?€ & OO, Bx 1 在 T 了 的 预 解 集中 , 记 作 2€ eCT). 
以 下 有 了 时 也 把 C41 — T)" Hi R,T), HREH THAR 
zx. | 

车 有 r0, 使 QI — T)x — 0, WIER a% THRI, 或 
Xu 1 在 了 的 点 谱 中 ， 记 作 26e or(T)。s 称 为 了 相应 于 1 的 特 
S. 

如 果 1 不 是 工 的 特征 值 , 则 ¿í — TT 是 单身 的。 此 时 值 域 可 
分 成 三 种 情况 : 

G) RGI — T) =X, jh] 41 一 了 RE X up ik, BD 
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¿Leo(T). . 
Gi) ROI — T) = X, fB RC — T) v X, WIgk a 4ET H9 
连续 谱 中 , 记 作 Er T) 
Gi) ROAI- T) X, WIE 4 在 的 制作 谱 中 ， 记 作 1e 
oTY. 
TR, o (T), n CT), CT) 彼此 互 不 相交 , 且 
e, CT) Us, CT) Um CT) = OlT). 
我 们 定义 了 的 说 为 f 
e(T)&CNeQGT), 
BH 
oLT) = a, CT)Us (TOUS CT). 
如 局 第 三 章 5 中 对 G 一 A), AE SCX rhe., 现在 
对 TeX), 形式 上 


1 1 1 L[ 2654 
1 一 T 2 T à z i4 1” 
1 


当 lj > ITI. 
于 是 


T * 
| (Zy] s ni iri, 
因为 用 +f 一 了 291 BE EPIS, DUREY 1. — SOR 
EAH R,T) 的 Neumann 级 数 。 由 此 可 得 
定理 11 3 a> iTi 则 4€ CT), 或 者 说 
e(CT)c (3:13 < IIT. 
B uel), 形式 上 从 
1 __ 1 — 1 _ 1 _ 
L-T 一 十 (一 TD) uT p4h 


ROT) 一 L L +5 


LL 


Ü 十 > (—1» G= — ay]. 


“1 
a ja — al < lG — Ty”. 
可 见 当 |2— aub < MI — TYH Baie oCT)JEB. ROT) 
在 附近 能 形成 1 一 a 的 舞 级 数 , 即 
RQ,T) = RG, T) [1 + S (IVR TY — io]. 


m aai cds — Ty *| t, 
据 此 可 得 
定理 1.2 KT) 是 复 平面 上 开 集 ,从 而 T) 是 闭 集 . 
定理 13 WX Banach ZA, TeX) W (T= 
oT), 且 
R(1,T^) = RG, TY, A €e(T). 
WEHE Hilbert Zij, T € SZCH), MJ 
c(T*) — {ize oT), 
R(L, T*) = R(1, T)", 2€ e(T). 
证 设 Te SX). NUR ie o(T), MU 21 — T 是 有 界 可 逆 
的 ,由 第 三 章 $5 中 定理 5.2 及 定理 5.1 TJ l Ar T — aT) 
Tt a ye n NS. E 
RG,T) = (41 — T)? — [G1 — TY]! 
= [Q — T) Y = RG,TY. 


B. 


BH 2 € o (T), 
反之 , 若 ies, M 
R(I — T) — X' H NGI — T) — i0). 

根据 闭 值 域 定理 (第 三 章 $5 GE3H 6.4) 可 知 RU 一 T) 也 是 闭 
的 ,于 是 . 

RQ — T) = NG] — T = '[0) — X 

N(AI — T) — RO — T) — %(X') = {0}, 
R ¿6 (T). 总 之 eT) = eGODO. BH 只 TY 一 TY 
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对 于 Hilbert 空间 三 及 T € (CHD, Vi oie OCT), ila — T 
是 有 界 可 逆 的 ， 于 是 由 第 二 EAER A, AI—T* = (11—T)* 
也 是 有 界 可 逆 的 , 且 

R(A,T*) = (A — T*y" = [Qi — T)*]* 
— [Q — T) 1]* = ROTY, 

š iepo(T*), 

反之 ,车 Le ACT*})， 由 前 证 ,.% 一 ie o(T**). fimus 
m41, BA T =T, i i€o(T). 总 之 o(T")-—idiue 
T) S8 o(T*) = {àze o (T) EE. 

Bi 考察 Cf0,1] 上 的 算 子 


(TH) 一 sd, x x(D€ CIO, 1], 
HERH . 
RCT) = (yCO:yCO 在 (0,1] 上 有 连续 导数 ,日 y(0) = 01. 


* 一 0， 故 了 是 单 射 的 。 总 之 ，0E s,CT). 

事实 上 ,0 是 了 工 的 唯一 谱 点 。 如 第 三 章 $1rng 3， 可 以 证 明 

im. IT * |° — o. 

根据 下 文 的 定理 1.7 有 T) — {0}. 

这 种 使 e(T) 一 {0} 的 有 界线 性 算 子 JE ERS PXT. 
它 的 谱 量 然 最 简单 ， 却 是 有 界线 性 算 子 谱 论 中 最 难 办 的 一 类 算 
+. 

$12. um Et0, 1] 土 的 乘法 算 巴 

(Tx)(r) = ix(), x = zo E FL2[0,11, 
不 难 证 明 ` 
s(T) = z,(T) — [0,1]. 
事实 上 ,对 和 任意 4&I0,1], (à — y FE(0,1) E52 ESI 
e Jie 


SC O a B EJ (1 — (Y! 的 对 法 第 子 恰好 是 QI—T)', k t€ 
eT). 当 26 [0,1] kr, 

[GU — TI = (1 — jele) — 0, a.e: 于 [0,1]， 
WARS r(e) — 0, a.e. F[0,1], R a2 — T REHAN 
AGa E L3[0,11, k x( m š R(I-—T), Bl RGI—T) 
* L'[0,11. BA, 假设 y € L'C0,1], EA e > 0, 由 积分 
绝对 连续 性 ,存在 3 > 0, 使 l 

| Qy < =, 8 EC[0,11 B. mCE) < a. 
id E, = [2 — 8/3,A4 + 8/3]0[0,11, Ú) m(E,) < 3, & 
{2 一 O'YGA), t€ [0, IINE. 
zae) b. r€ E,. 
A z. € L'I0,11, B 
IC — T», — y? 


一 Í IG — Dr — (Ol! dt 
- j. KOIR? «si, f | 


A ROI — T) | LD[0,1]. Hoz, 26o T). ik 
a(T)— oT) 77 [0,1]. 
2° Sui trn 
X 12 V Q) EXEXESDE Wa BJ X sk DIN, MAF 
Banach 空间 站 中 的 抽象 函数 。 
G) BEER neD, 
x) tim zl + A) — rla) 


都 存在 , 则 称 0) E DRAR., 
《ii 车 于 任何 fe X, MERR GAND WE DANUS, W 
Ek os(2) XE DARRI. 
最 然 在 也 内 强 解析 的 函数 都 在 忆 内 弱 解 析 , 其 实 我 们 还 有 
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定理 1.4 在 区 域 卫 内 弱 解 和 的 函数 OD 一 定 也 在 万 内 S 
Sr. 

证 对 性 何 a€ D, 4 RA DHHS Jordan dlizg c K DX Eh 
Re È nc R,C C 的 内 部 CCUC 的 
内 部 CD CIES 4.1 所 示 )。 由 Cauchy 
. 积分 公式 ， 对 任何 feX' 及 LER 

有 
(11). fu) | 
-二 | fe a, 
Zæije 1— 2, 
Ë hth, utag 都 在 R, 内 , 则 由 Bt 


1 EI 1 _ L J 
h—£ lk 2-4 a 
-e lora ical 
& A—À.— i A 一 4 


1 i 1 
h — 8 'Q — à Aa bo) 


-— 

(à — à — z)Q — y 

—-<I  u Lu 
(à — 1, RKA — 4 — gX4 — 24) 


EA 
1 He + 2) — faa 


rm b 


„hE 
— flut Q)— UD) 


"E 


a2 一 1 zl [KUD — KAD] y 
h — E Baikhjeili— 2, — hk 1— 
— 1 Í | Kx __ KaD) 4] 


2=ig)e L 2 — hE 4 — X 
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Zai le (A — 1, — &XA — ¿, Da — 9^ 
注音 AQ Lth, ¿+ g 都 在 R, 内 ,于 是 与 C 上 性 何 点 的 距离 
都 大 于 某 个 正 数 ,从 而 C1.2) 式 右 端 视 为 f€ X' HEA, XT A 
h, À,-Fg€ R, EN BIDS. FAXA X" 之 典型 颇 射 的 保 范 性 
Bi Mas: 有 M >0, tË 
| 十 2 — z 


la, S |ñ 一 —1 1 


Tt DT A en, 


E 


于 是 对 任何 ho, [Eeth =E" 是 Cauchy 序列 ， 


困 关 是 完备 的 ,可 见 
im 2C. = 一 x(À 
存在 .证 毕 . 
这 个 定理 的 好 处 在 于 器 解析 福 比 之 强 解析 性 容易 验证 。 根 据 
这 个 定理 ,对 抽象 函数 不 必 再 区 分 强 . 弱 解析 ,而 统称 之 为 解析 . 
命题 1.1 设 x(4) 与 y(4) 都 在 区 域 已 内 解 折 , 若 Aaja 
DD 有 一 级 限 点 在 DD 内 , 且 
IÇA) = y(1,), n= 1,2,- 
则 
x(a) m y(1). 
这 容易 利用 弱 解 机 此 及 经 典 复 变 函数 论 中 唯一 性 定理 来 证 
HH, 
定理 1.5 (4. E. Taylor, 1938) Xf T€ (X, EA 
oT) >< ø. 
证 在 定理 1.1 之 前 我 们 已 经 证 明 
RCI 一 去世 二 x( y} 


mj 
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在 [xp ze IT 时 , 按 算 子 范 数 收 伍 。 容 易 证 明 
f IRG(2,T3|— 0, 34 |z} — eo. 

如 果 otT) 一 ø, MAEM 1.2 AEH, ROT) EAE LE 
何 点 a. 附近 都 可 展 成 1 — AQ 的 震级 数 , 因此 RA, T) EAF 
窗 解 析 。， 从 而 对 任 给 的 fe X' K xe X, (KRO, T) 是 4 的 有 
界 整 函 数 ，。 由 有 经典 贷 变 表 数 论 中 的 Liouvile 定理 ， 

f fCRCA, T)x) = 0, | 
HH f É * REK EEPI l, R(CA,T) m 0， 这 不 可 能 。 证 毕 。 

形式 上 E 

t _ 1 - DB—AÀ X 

à—T aT Q—TXa -TY 


故 
(L3) R(,T) — RCGa,T) = (a — DORQ,T)RG T), 
当 4, B € eCT). 

这 只 须 用 I 一 TX at — T) 3E ESRERNIBURTUEUA, AR) 
证 起 来 简单 ,但 是 很 有 用 ,人 们 特 称 之 为 第 一 预 解 公式 。 C 

3° 谱 半 径 公式 

iR Te SCX)， 由 第 三 章 $1 中 定理 12，tm [TÉ 总 存 
在 。 下 面 我 们 进一步 证 明 

定理 16 设 Te S(X), Wm [1 imr" 时 ,级 数 


DaT 按 算 子 范 数 收 敛 。 且 


"-1 


(1.4) R(A,T) = Barr, 


这 里 T=], 
证 令 ， 一 dapes 对 任 给 s 之 9， 着 | 守之 十 。， 


WH RAAR, ITAS T. DAR 
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ii T^] LAO TRTTH =< (r + ey" Cr 8/207, 
故 级 数 DACT 在 Jp >+ HEAREN £X 是 
=i 
完备 的 ; 故 根 锯 第 一 章 习 题 23, 级 数控 算 子 范 数 收 伍 . 
通过 直接 验证 可 知 ,; 以 12 — T Z, 3E Sa TMa 都 得 
. mmi 
P. WC. AXE. EBD, 
SEN 13 设 Te v, E 
APIS sup 1 
为 工 的 谱 半 径 ， 
定理 1.7 【〔 谱 半径 公式 》 若 Te eO, WI 
r (T) 一 mT. 
证 r= lim ||T*||7*. HEM 1.6, 当 |i] >r Hj, 1€ 
e(T), dB a (T) (4:|1| =< ej, Bl rT) Er RERE 
r(T) > r. 
由 定理 1.2 证 明 可 知 ，R(2,T) 在 |4| 2 CT) ERF. T 
REB fE (Z (Y, IRA, T) 是 lal > (T) 上 的 复 
HEAR, 又 由 定理 1.6 


RT) = PeTo, 当 Ju >r. 


于 是 得 到 CRO, T) 的 Laurent BA 
KROA, TI) — PLT, br. 


根据 复 值 解析 函数 Laurent 展 式 的 唯一 性 ， 上 式 在 la] 77D 
上 亦 成 立 。 于 是 对 任何 € > 0, 2228 


F ECT) + ey CTh 


W. AFEA Fe (S7(X) y, 都 有 M D> 0, E 
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IKXrCT) 证 ET s Mi, nm 12 
lCrCT) + e) *sT'!| SC M, nL, 


于 是 
I = M(r(T) + grt, n == 1,2, tn. 
[54 
rm IT < CP) + e. 


而 8 EERE, AA r< (T). 证 毕 。 
4^ SERF | 
“最 重要 的 ， 世 是 在 Hiber 2#]8JEEie Eg — 10082 dies 
重要 作用 的 单个 算 子 是 单 例 移 位 ”~. 《网 [16], 第 31 页 ) 
设 {e} 是 Hilbert 空间 五 的 一 个 正规 正 交 基 ,， 则 单 边 移 
fr summ 


$e, Papis 57 0,1,2, 7, 


即 | | 
. xc [Ë E, E, Á Sx = (0, E. ES. Rut 
易 见 5 是 保 范 线性 算 于 , 即 | 

lsri 一 zd, Vx H, 


it y — (wo mo S PER S $*y = {fus Gs 0s-:-. BH) 


(52,5) = > Elitis 
Pug 


G,85*y) 一 S1 uli. 
j-5 


(Sz, y) (x, 5*y), Vx, y€ H, 
故 可 得 
bi ni» $77 0,1,2,77*, 
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Sy im. m» 15 777 F. 
一 般 称 S* ENERE BARF. f f 
设 了 一 3*, 下 面 讨论 TT 的 一 些 人 性 质 。 X» 一 inn: msee} 
€ H, 
(T — Ai y = S*Ím, 02s } 一 {ns ms mË 
- {ns 一 
一 in — Atos m — m, m: — 203 
EB (T 一 47)y = 0, 必须 且 只 须 
5 "7 Amo m = Amo no m Ana." 
即 : : 
(1.5) y 77 (m, Uo ms ot] m (1.2, yoh . 
T, y= mil, 2, 2... € HCm 00 SERS 12] < 1. É 
= 


(1.6) | s (T) — DA: < 11. 
B . 
(1.7) dim N(T — 4) — 1, 4 ¿6 D. 


因为 3 是 保 范 的 , 故 OS] — 1. XM. 8 — E $ h w 3E 4.1 A 
tsi — ll 一 1. TE 
D = s,(*)ca(5*)c D. 
XA ($) EHR, ik oC5*) 一 万。 根据 定理 1.3,， oC5) — D. 
对 x= (o Èis neet} EH, M. (S — ux = 0, 可 得 
to 0, Es — UE, UL = O, n= 0,1,2,---, : 
ARE [abe 1 的 任何 1 都 不 是 8 的 特征 值 ， X RCSD 显然 不 
EH PRE MARTS EA 
l a,($) — @, DELS) 
以 下 再 看 工 的 另外 两 个 重要 性 质 。 
命题 1.2 R(T — ¿I = H, 53 16D. 
证 先 证 RCT U) RRPdAD. ER, (SU) — S*— d 
T 一 21. 根据 闭 值 域 定理 《 见 第 三 章 $6 中 定理 6.5), RAH 


* 188 « 


RCS 一 14) 是 闭 的 。 因 为 5 是 保 范 算 子 ,于 是 对 16 D, 
ICS — 12 > lsxl — lief 
—-—IiDIxl, Vx H. 


出 此 可 见 RCS 一 21) Rena. 
又 根据 闭 值 域 定理 ( 见 第 三 章 $6 中 定理 6.3) 可 知 
R(T — 1I) = N(S — hI — {0 — H, 
VE HP, 
命题 1.3 V NO — LI) = H, 


ien 


这 里 V 24. 表示 线性 流 形 o Loc ov, 线性 张 开 的 闭 包 ， 


证 id Em As A, E ia, asa h€ H 与 «4 IE 

ZRH (aao m. 与 A2 中 每 个 元 还 交 , 由 (1.5) 
Mi t glt ai t Mm, vieD, 
根据 椅 级 数 性 质 , 便 有 | 
C, — di 77 dj, ™ ee 0, 

证 毕 。 

M. Cowen 和 和 R. G. Douglas 在 1978 年 提出 一 类 与 复 几 何 
密切 相关 的 算 子 类 B.(0). GEIL) 

ROI EE BX, BQCO) 表示 Hilbert 空间 如 上 满足 如 
下 条 件 的 所 有 算 子 了 的 集合 : 

(D e,CT) — 2, 

(2) dimN(T — il) = s, 1€ O, 

(3) H= M NCT — il), 


ien 
(4) H — R(T — à), Xe O. 
综合 以 上 向 后 移 位 TT 的 性 质 ，(1.6) 与 (1.7) 式 , 命题 1.2 扩 命 
题 1.3, 正 说 明 T € B,CD), 
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$2 射影 算 子 与 约 化 

1° 射影 

在 线 代数 中 ,我 们 已 经 看 到 空间 分 解 与 算 子 的 结构 密 瑟 相关 ， 
所 以 下 面 要 讲 的 射影 的 概念 是 自然 的 ， 

XÆ Banach Zw, EA X REWE X, 与 X, Œ 

(X = X, KX,, 

这 里 龟 表 示 直 接 和 (参见 第 一 章 $ 2), 

考察 变换 

Px = x, M x = zx, + Yn x; € Xj, j= 1,2. 

容易 从 直 按 和 的 定义 证 明 , 对 每 个 ze X, UB — I x€ X, 与 之 
对 应 ,因此 变 狐 PP 的 定义 是 完善 的 ， 容 易 证 明 , P 是 区 上 处 外 定义 
的 线 福 算 子 。 人 们 称 P 为 与 {XX} 相关 的 从 天 到 X, 的 射影 。 

以 几何 的 观点 看 ，P 就 是 从 区 沿 着 X, 的 方向 到 X, 上 的 射 
定理 2.1 设 X, 与 X, 都 是 Banach 空间 XX 的 子 Um |l. 使 
X- XOX, WAH x, 的 射影 P E ë ny. f 

证 UEBHEUEXESÉR, ROADUEH]PJEBISCT BUS. {rsm 
X, 使 I 
z — n, P*.,— x. 
则 | 
lim(x, 一 Px,) = x, — Ra 
注意 Px,€ Xot, — Px, € Xj 而 X,, WEHR z€ Xis 
xte X,, B. x, = xD + a, BHEE EE Pr, 一 x. HU 
(PEBHHEBRT. IË. 

定义 21 iz X, 与 X, DE Banach 空间 无 的 子 空间 ， 使 
X= X(QX, UP X, 与 X, 是 拓扑 互补 子 空间 , 称 X, Fe X, 的 
拓扑 补 ， i 
在 第 兰 音 42 中 我 们 已 色 指 出 ， 一 般 无 穷 维 的 Banach 空间 
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鞭 与 获 氏 空间 不 一 样 ， 上 于 不 是 年 意 子 空 闻 者 一定 有 拓扑 补 ， 闻 使 
XË L* 或 Mpa) 这 样 好 的 空间 也 不 行 。 

对 于 射影 算 子 ,从 定义 显然 

Pir = P(Px)= Px x, Ps, M xe X. 
即 算 子 P EES: | 

P: — P. 
M FORD EUR, 
定理 22 PI Banach ZAX LE AU TEMRSUERBENCT- , 则 
eK Alri Psm x), Als Pr = 0) 

是 拓 四 互补 子 空 间 。 从 请 就 是 与 (24.25) BRA XE 
的 射影 。 

证 从 FP 的 连续 性 。 易 知 24, S£ 都 是 不 的 子 空间 。 车 有 
EMANS, M Pama, H Paz 0, dy 为 一 0 可见 
€ 1. — (01. SHEER x€ X, SRA 

x= Px + (x — Pr). 
Ar 是 短 等 的 ,所 以 Pre A, x — Pre F. AZ 
X- ADF. 
证 毕 。 

2° 有 列 线 性 算 子 的 不 次 子 空间 与 约 化 子 空间 S . 

论 函 分 析 的 一 个 阁 今 远 未 解决 的 重大 问题 是 要 对 一 般 线性 短 
子 的 结构 得 到 完全 的 了 解 , 而 算 子 结构 理论 中 最 基本 的 概念 ,也 是 
造 今 研究 的 主要 对 象 即 下 面 变 讲 的 不 变 子 空间 与 约 化 子 空 间 。 

— DEF BUE XOU Banach 空间 , TE SX). 
定义 2.2 对 无 的 于 空间 e, c 
TC AACA, 
则 称 247 为 了 的 不 变 子 空间 ,通常 简 记 为 2 € Lat T. 
定理 23 如 果 Te (X). PKX3 TEB A ERII 
F, l i 
e € LaT e> TP = PTP, 
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AE UE 2€ €LaT, E xe X, TPxe Ti， 


E 


POTPx)-—TPz, 


EZ, ER z€ 2€ ,了 x 一 x， 由 假设 TP — PTP, H| T x= 


T Pr PTP = PTz€ A. Uk AC cLaT. 证 毕 . 

不 变 子 空间 问题 : 

AGRA Te LUD 都 有 非 平 凡 的 ( 即 异 于 (0) 
与 X 者 ) 不 变 子 空间 ? 

自从 1954 年 Aronszain 和 Smith [22] 证 表 Banach 25 #] 
上 的 上 紧 自 子 都 有 非 平凡 的 不 变 子 空间 以 来 ， 这 一 直 窒 认为 是 算 子 
理论 由 的 大 问题 , 黑 攻 不 下 。 直 到 1984 E, C J. Read [35] 在 
P 上 构造 出 一 个 有 界线 性 算 子 , 它 没 有 非 平 凡 的 不 变 子 窗 间 .但 是 
对 站 为 自 反 空间 , 特别 Hilbert 空间 的 情况 ， 不 变 子 空间 问题 迄 
今 仍 没 有 答案 ， . 

显然 对 — ç La: 了 了， 可 以 产生 一 个 人 内 L4 到 24 SUAE 
HERF 


(T|. x = Tx, 34 z€ f, 
称 为 了 在 A 上 的 限制 . 
定义 2.3 # A 与 .4 是 丰 中 拓扑 豆 补 的 子 空 间 ,又 都 是 
T 的 不 变 子 空间 ,出 称 (l. er, e T. ER 2^, 4 > T 
的 约 化 于 空间 . f 
iR 12, A} 约 化 工 ， 那 么 对 了 工 的 研究 可 转化 为 对 较 小 
空间 上 的 算 子 T|. 5 T|. 的 研究 ,所 以 丰 的 这 种 氢 照 了 之 
约 化 于 空间 的 分 解 天 ~ m. 是 十 分 重要 的 . 
定理 24 (4.24) 约 化 了 必须 上 且 只 须 
PT — TP, 
这 里 P 是 与 {2 , A) TEXBSI X S| e 的 射影 。 
证 由 假设 P 是 从 天 到 . 的 射影 , I — P EF, XV 的 
射影 。 根据 定理 2.3, 
* f92 < 


{A,A} HET | 
+> TP — PTP BTO — P) = (I — POTU — P) 
<=> TP — PT. 
证 毕 。 
这 个 定理 证 明 不 难 , 但 相当 重要 , 它 告 诉 我 们 ， TAR THI 
化 子 空间 ,只 须 研究 工 的 换 位 
{TY S{4: 4E CX) E AT = TA} 
TARSAT. 
3° F. Riesz 空间 分 解 定理 
为 了 证 明 Riesz 空间 分 解 定理 , 我 们 需要 考 虚 抽象 函数 的 项 
ERA. 
设 Cir gle), 0x1, PRYE C 上 可 度 长 的 ,简单 
的 光 渍 曲线 ， 兵 *) 是 定义 在 C E, REAT Banach 空间 XX 中 的 连 
续 的 抽象 函数 。 
对 [0，1] 的 任意 分 旭 
D: dmn LR RAO hml, 
取 sm sG), 3 z(6), Gar, X Az = x; ta 
j-1,2,-,8. & | 多 1 会 max is 一 tiale i 


lim 5 fCzi)A z; 


ned T 
##E,WE BE X P-A RA FGO 在 C 上 的 积分 , 记 为 
| faz = Em 3 Haas, 
如 一 般 揽 变 函 数论 教科 书 上 的 处 理 ( 参 见 江 泽 坚 《 复 变 函数 )， 
人 人 民 教 育 出 版 社 ,1951,$ [I1.1) 一 样 可 以 证 明 , 对 CC 上 连续 的 抽象 
函数 IG. Buy | Ad 必定 存在 又 如 定理 LA 的 思想 ,我 


们 总 可 以 把 强 解 析 尔 数 的 问题 转化 成 弱 解 析 通 数 ， 从 而 可 用 经 典 
的 复 变 水 数论 来 处 理 。 由 此 不 难 证 明 、 对 于 抽象 解析 函数 也有 
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Cauchy 积分 定理 ， 

W Te ZCX), HW oCT) 被 可 麻 长 的 ,简单 的 ， 光 滑 的 闭 
曲线 C 分 成 c, 与 c, 两 部 分 ， 其 中 o, ECZA, mW e; ECZ 
外 (如 图 4.2). WU TRU Riess 空间 分 解 定 理 千 诉 我 们 工 必 有 非 
平凡 的 约 化 子 空间 ， , 

定理 25 (F. Riesz, 1913) 设 Tc x(X), FEW inB Br 
述 , 则 有 工 的 约 化 子 空间 €, 与 o4. f 

X = n CD od s, 
(T|...) = c i= 1,2, 
证 以 下 将 R(E,T) Wi RCG) EX 
P= Z|. mc». 
HÉ P € (X), ru PeP, 

注意 R(¿) 是 e(TO 上 的 解析 函数 ， 设 C” 是 AT) AB 
一 条 可 度 长 的 , 简单 的 ， 光 说 的 闭 曲线 , 使 C 及 o, 在 C' 之 内 。 
c; 在 5” 之 外 (如 图 4.32. 


m 4.2 图 4.3 


由 抽象 解析 函 救 的 Cauchy 积分 定理 ， 
-L -4 
p= -LÈ aoo isle RO, 
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于 是 | 
(IxiyP!- | R(EJdE | R(n)dn, 
出 第 一 预 解 公式 , 则 


pi ma 1 一 
CPP 一 | a| jE RG) — RO 


dio 


- f. R(m)an j. 
一 iui R(EME — 0 — (Iri YP. 


A PeP, e f 
eu = PX, A = (1 — PX. 
易 见 
A = {s: Ps =m a}, A {x:Px = 01. 
由 定理 2.2, X 一 A DAA, PERS {A A 相关 的 从 天 到 
f, 的 射影 。 
注意 RG 与 RG) 总 是 可 交换 的 , 即 
R(S)RCq) = R(n)R(:), 38 £, n6 OCT), 
故 由 了 的 定义 有 I 
(2.1) PR(3) 一 R(n2P. 
PAGARLE ZESEJTREEDÀA wP — T. up 
(3! — T)P = P(nl — T). 
# TP — PT, HSEXE24, 1, ou) MET. 
从 (2.1 式 可 见 (o4, o4 ,) 也 约 化 ROD, Bam o; E 
有 (3) 的 不 变 子 空间 ,对 任意 的 ?6 eCT 3X DEBBeCT )C eQT | -六 
C338 7), Bil 
(2.2) eCT |A; CT), i = 1,2. 
往 证 T| Con HIC, e 
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Re 并 | R) z) dz, 

mile z— 

则 REE ZCX) WB. A, 也 是 Re 的 不 变 子 空间 。 X 
(LI — T)R, = RE] — T) 


- zi (GI — TIR (z) dz 


2x=t z — š 
-Lù QI xu) Qu — T) pide 
Ani le z— £ 
1 1 | 1 
一 一 一 -| R 4 —— — da* 
zi. ddat ale y £ 


_ r, 3 ¿ # c >k, 
I— P, (ECA. 
设 re Z M IIECIAMM, 
 GI— T)—R)x= (CRX — Tx 
_ Px = x. 
A (CI — T| o4 — —R.|.#, 在 C 之 外 存在 , 据 此 
PLT) .#.)ƏC 之 外 部 ， 


B 

eCT | v c C ER. 
再 由 (2.2) 式 ， 
(2.3) o(T |. Z )Co(T) ZAR m os. 
赔 闫 可 以 证 明 | 
(2.4) oT | ACT 


以 下 来 证 , eCT 1 Ea, BWE ¿€ cNO(CT | 9€. MX 
《2.47 式 ， 
e(T'| AE D DCN Da, 
#k E ELTA YNAT (oe. A 
RaCGOSGAI — T| 
是 A, 上 的 连续 线性 算 子 G — 1,2). < 
a 190 + 


Ë, — RíUDP 十 天 (SC P 
m) REX) EREA <€ 和 ， 总 可 表 成 
r= E Ny RE A jt 2, 
于 是 | 
Ë, x 一 Re GP, + x) 
+ R, GODU — PX + xi) 
= R, Gs + Ran. 
注意 R, (z, )x;€ Ain i= 1,21, TE 
(Gd — T), z 
= (EI — T|. RA CE 
+ (5,4 -= THA RCS) 
- x, + x, = x. 
故 
(s — TR — I, 
同样 可 证 出 
RI — T) 7 I. 
所 以 &I—T RART HHE EET) 1833 53 E, € o,Co(T) 
了 矛盾。 
FERE, oT AD = on EE, 


53 R X T 


1? 紧 算 子 的 定义 及 其 性 质 

数学 物理 方 东 中 许多 问题 可 以 转化 为 积分 方程 来 处 理 ， 所 以 
积分 算 子 是 很 重要 的 有 界线 注 算 于 ，1918 年 左右 ,F. Riesz 抬 积 
分 算 子 推广 成 下 文 所 请 的 紧 算 子 . 

DL FIEX Banach 空间 。 

定义 31 Ü 4€ SX. E Axes RE REA 
紧 集 (如 于 有 界 的 (x yc X, [4ste 恒 有 收敛 的 子 序列 》， li 
称 4 为 紧 算 子 , 或 者 金 连 续 算 子 ， 
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定义 和 2 对 Ac S/^OO, $ dimR(A) 2 to, Wigs 328 
限 秩 算 子 . 

Al 凡 有 限 秩 算 子 都 是 紧 算 子 ， 

WU Ae ROO 是 有 限 秩 算 子 ， 从 有 轻 诈 可 见 4 变 邢 中 有 界 
RSA RO 中 的 有 界 集 AS) SHE, dunRCQA)- co, d 
ACS) 列 紧 ,于 是 4 为 昧 算 子 . 

A2 设 KCls sr) Ke 0 < s, oi^» ERBEN, MRSA 


+ 
(AG) = [ KG, z(a, M — sC E CLO, 11, 


JE X-—cCi0,1] LARET. 

根据 Arzelà-Ascoli 定理 ( 即 第 一 章 $6 中 定理 6.4), ZR 
证 明天 中 任何 有 界 集 {rila < BY 在 4 之 下 的 像 是 一 致 育 界 且 
而 等 连续 的 。- 

ië M — sup |K(s, Dl, Mi 


KADCO < M f js) di & MB, H [zi < B. 


X LB EI SCR AME. 
其 次 ,从 KG) 的 一 至 连续 仁 , 对 任 给 的 s > 0， 应 有 s> 
0, f 
IKs r) — Klal < s, =š ]s — sÍ < 8. 


从 而 
ICA) — CAz)(5)| 
< f IKC 2 — KG Di aG) di 
8 f ]zCÓ | dz 
< Be, 34 lx < B, Is — sl < a, 
AHRR ERE. 


例 3 ^" LOS SS ACT-1 非 紧 算 子 。 
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考察 
=—1+ 
e, = (0, +=, 0,1,0,-. 2 
则 Bz. 1, m 
la l7 2, TEET 

EE lemen nml, 2,…， 没 有 收效 的 子 序列 。 从 而 了 不 是 紧 
算 子 。 

以 后 ,用 CX) 表示 攻 上 全 体 紧 算 子 构成 的 集合 . 

X3B3. dk 4,86 @(X), a € C, ji— 1,2, Be (XY。 则 

Gi) a4, F mAE @ (X). . 

(Gi) AB 与 BA, 都 在 @ (X) rh. 

证 G) 基 明 显 的 。 至 于 Gi), RAWE 8 将 有 界 乐 变 为 有 
RR KREIRA RA. E, 

X3 33 设 了 是 代数 O WAR. JASH AEDE- 
想 ,如 果 以 x,9€J. RE 

ax + By € J, zx € J(sz 6 J), 

这 里 ege C, = J S 中 的 任意 元 ， 

如 果 了 既是 Q 的 左 理想 ,又 是 S 的 右 理 想 , 则 称 J 为 由 的 
双边 理想 ,或 简称 为 理想 . a 
从 定理 3.1 可 见 ， 全 体 紧 算 子 4098 R SF(X) 的 非 堆 的 
ms. à l 
定理 3.2 设 [A CEA, E hA, m 4l 0.2 一 00， 
| A4€ CXY. i 

证 i EA SM 是 关中 任 一 有 界 序列 ， 从 A, 的 紧 性 ， 有 
[x 的 子 序列 CMT 使 {Atin fam iak. hk A, "Ev, 
Xd dxIL 的 子 序 列 UnglIL 使 {Aah HESE, E R 
下 去 ,得 到 一 串 子 序列 


Eis Eira T ons ttt’ 


EPEE TEREE Fr R 
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[x 是 Em 的 子 序列 , 且 {kn} am Wak. FPE 
方法 ,得 到 {xshi 的 于 序列 {tutis fOM—U) j= bns 
{Aissam 收效 ,显然 
Axu 一 Afani 
=< Atas — Anl + imu, — Aal 
+ Aitua — Aë mnl 
E 4 — Ahal + hewal 
十 JAn 一 Ainm» 
由 假设 ,上 式 右 端 第 一 项 趋 于 0, 当 i 一 co, MARDARE 
i， 右 端 第 二 项 可 尾 帘 小 , 当 m, 人 六 充分 大 时 ,这 说 有 明 {Ax。..}?ot 是 
Cauchy FJ. mX ERER. (du. rz 收 个 .证 毕 ， 
4 dE Ker, y)E LAR), ZE R dn, yas x, y< 
5). WAF 
CAD — [KCE Ddy, tm fü e Ls, b), 
是 从 L'[o,5] SJEL 88038 38 T. 
为 证 明 .4 基 紧 算 子 , 我 们 先 证 明 如 下 一 个 结果 : 
设 {ej} 是 Lle, b] 的 一 个 正规 正 交 基 (参见 [51， 第 六 
章 ), 令 . 
- enGn y) — eiG0 e, G), Gr y) € R, 
WÜ (ej: jk = 105,2... Æ LCR) BERCE. 
-因为 


prs 
NICO 
一 j le; (x2 dx | Ley yd dy = 1. 
"f RL it LXR), RE lol 7 1, 这 里 及 以 下 ， i e ilz: Xm 
+» 200 » 


工区 如) 中 的 范 数 ,> 表示 LR) PAR. WR G.K) œ (m, 
n), N 


(Pi spa? - PE CMER DUIRE. dzdy 
一 Í f HOROMA OLE 
Ë 
一 | owe ax [e nna 


- (Cep eS Ent 7 0, 
因此 ion: b &— 1, 2, --- R. LR) 中 正规 正 交 洁 。 如果 I 
m € L (R), fii 1 


P P ive Wharay < oo. 
因此 对 几乎 所 有 的 ye [a,58]， 都 有 
fp, Da < oo, 


id p,GOSo(x, y), xE [a, 5], 则 Py £ L*[o, 5], 对 几乎 所 有 
的 yc[a,5]. TE 


NDE o) — | aco ds, 
在 esl] 上 几乎 处 处 有 定义 ,而 且 ` 
[iw ty = PL acoso 
< f (f laas- Tio lds)ay 
- Ë leas P | oC, y) say < o0 ` 


BH g€ E'[c,5], XH Parseval 公式 
Walt = > Khel? 
k= 


一 > IN hone Gas |° 
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a 


^E 


- X |f! fence oe ual 


B I. 2 o 
NICE y) e (De, C) dxdy 


k >; Ipp) 5p 
kmi 


于 是 ,如果 Ppp 一 0, i» k -— 1,2,--*, 其 fi - 0, ; - 1,2, 
人 而， 由 [eji JE Ea, b] 的 正规 正 交 基 可 知 ，p, 一 0 
对 几乎 所 有 的 y. HR g(x,y) 一 0,a.e. T R. 事 实 上 ,已 知 存在 
TME BCLla,8]， 使 当 yc Eele, bE, EA 
. Pr (w) - 0, a.c. 于 la, b]. 
HE Fubini 定理 

I iolz, y)l'asdy 

= o locns 


; z M 3 
- N NOUIS f. dy | io, coran 
— 0. 
所 区 e(z,y) = 0, ae. 于 R. AE (o5:j, & = 1,2, 7) 是 
LXR) 的 正规 正 交 基 . | 
已 知 K(z,y) € LXR), 于 是 存在 on € Cik m 1,2, 使 


K(x,y) 7 Poner, y). 
kt 


> |a; |? < eo. 


j km] 


N 
Kale, y) 7 D] apay) 一 1, 2 
r 
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"n 
IX, 一 Kl: 一 3 lay, ]* — 6, 当 N— o5, 


jk A > N 


设 | 
Gio 一 | KG DM Gay, 1 ~ fGO € L'La 1, 
则 由 EEF y) — e; (=) LZ: (y), 可 得 
ADS X) maeco 0 G) Ody 
€ dbi : 
- E a || age] 


HT LI 


N 
- > mi <Í. e >e; (<), 


14m) . 
aE Ay 的 值 域 包含 在 feet 张 成 的 子 空 间 中 ,因而 dy 
是 有 限 秩 算 子 ,而 由 Schwarz AFA 
lan — Afi 


- [Cites - once] 
-| 


| 
< LUE | Ky(x,y2 — K(x, yD1'dy 


vi 


f [Ky(x,y) 一 KG Moo4y| as" 


š 


[ano lay) dx B 


-À 


- (Ff IKy(z,) — Kirosy) hdrdy) 


b wi 
(Fre) 
= IK, — Kloll, 8 fe Pla, b), 


lán — Al < Ka — Kl 0, 24 Noo, 
. 20i s 


出 定理 3.2, JERAT, 

这 是 个 关于 Lia b] 上 积分 算 子 之 为 紧 算 子 的 很 有 用 的 简 
[p 

定理 3.3 GLAUENCP.G: r, — xy R| Ar, — Axu 

证 ”车 定理 不 真 , 则 有 800. E {x} 的 于 序列 E. 
使 
(3.1) lAr — Anl 778, /= 1.2,.-... 
根据 第 三 章 $7 中 命题 7.1，1{x,}*。， 是 有 界 序列 , 因 4 是 紧 算 子 ， 
故 {4xw;} 六 ， 有 收 合子 序列 ， 我 们 不 炉 设 
(3.2) gw Vas M oj— co, 

于 是 ,对 和 任何 r e X', BITS 

Him x Cu) - xy). 


设 4 是 4 的 Banach RAF, Ar € X. Hox m xu X 
有 p 
lima (Aru) - lm A s (xe) 
一 Ax'(n)- x CAx). NE 
TE 
z(y) = x CAs) 
根据 Hahn-Banach 定理 , 必 有 y, = Ax。 由 (3.1) 与 (3.2) 式 这 不 
"IB. EE. 
$87 31 设 苞 是 无 穷 维 Banach 空间 ，4E (X), BA d 
单 射 的 , 则 
RCA) >a X, 
证 否则 RAO- X. XA 是 单 射 的 ， 由 Banach EAT 
EE, 47€ (X). WER 3.1, Cii, 
I — 44€. (X). 
Hu X KATREK., h#g $ 7 中 的 Riez 引 理 ， 必 有 
dimX < o。 这 与 假设 矛盾 。 ub. 
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定理 34 设 4€w 0X), MJ RCD 是 可 分 的 。 
证 令 Sa mM {rE X:|| =] < r}, s= 12，。 则 


RCA) — U A5, | 
由 4 是 紧 算 子 ,点 集 AS, 是 列 紧 的 ,根据 第 一 章 46 由 定理 6.1 5 
6.2，48。 含 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 , 设 其 为 DL, GA (JD. E 


RCA) 中 稠密 ,并 有 旦 是 可 数 的 。 证 毕 。 | 
/—— E38 3.5 (J. Schauder, 1930) 3k 4€ @(X), WEERS 
+ LEEN. 

证 X x2€ X, |=] < 村， 一 1，2，**…。 由 定理 3.4, 
RCA) 中 有 一 个 可 数 的 秽 密 子 集 DD, EJ FH OS 8558 23 dE. UA 
{x.}?。， 中 抽出 子 序列 (x1. 4ED Ebi. 33k xl 
M, MC (xum. 亦 在 RCA) Eikii. 

任 给 xE RCA), & 

| IGO lim z, G). 
EU f 是 线性 的 ,又 
|=; C) | SUITE ER 
& . 
If, COE < Mx. 

可 见 f, 是 RECA) LERRHEZA. HU Hahn-Banach 3E 38, $ 
aF KRX LARRIA f fru. ' 
lezy — A'f|— 0, 3 j— oo, 
否则 ,有 w > 0, X L4 xN-, BEBE] (4x. 使 
4 xn 7 A'f|| > a, k= 2, 

即 有 sE X, Hx — 1, & — 1,2,..., 使 
(3.3) (Braa — A' FG > m/2, k= 1,2,- 5, 
因 4 是 紧 算 子 , 不 妨 设 Ax, y, 则 y, ERCA. AT 
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CERET 一 Af 
_ ERE EFD, 一 flira)! 
< lAa — xi (y| C9) — 5OOl 
+ ROO — As) 
< CM + MEDI Ax TO) — 0, 
X R—00. XX55(3.3)70 J. UEBER. 
E. Schmidt 首先 看 到 下 列 结果 ， BEURETRACTDUUN 
Raíz [Bl EB AE EE IRL RS RAT, 
定理 3.6 设 4 是 可 分 Hilbert 空间 互 上 的 紧 算 子 ， MAHE 
—HVEIBEEN-T- A,, 使 
lim|| 4, — A|! = 0. 


WE 设 (eR. ERHUJ—TiEHUGESSSE, MAHER z€ H, 
有 
xc S (s, ejes, 


ial 


以 而 
一 > G, ede, 


jl 


对 每 个 自然 数 s, 9 


A = 5 Cr, ej)4ej, H x€ H. 


Fel 


则 每 个 4， 都 是 上 H 上 有 限 秽 线 任 算 子 ,而 且 | 
14, — asl m |a [ 5 G, eon m z€ a, 


HEERA, IFA e> 0 及 一 申 自 然 数 Gt 
lA. — 40 > e, &—1,2,-7* 
Mf fe EXE x4, € H, LEE 一 L, $ = 1,2,1; 使 
(3.4) laf s co 可- 


Fauspii 


k lA xu, 一 Ax, > sy。 
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dy. > (xus €i)6is 则 对 任何 yeH, BH Schwarz 不 等 


f= tl 


式 与 Bessel 不 等 式 
>: (x > (y, e 


jungti 


Is Yap l 一 
< ( 316. er) (X loe) 


< ll DG) oh o, 
故 ya 一 > 0。 根 所 定理 33, Ay, -> 0。 这 与 (3.4) 式 和 矛盾 。 证 
ts, 
这 个 定理 还 可 推广 到 所 谓 有 基底 的 Banach 空间 上 去 . 
在 可 分 Banach ZEX rh, 如果 有 一 串 向 量 {e}, 164935 
个 zx € X Eb] DARE Hi | 


k. 
xc > Eiti» 
j= 1 


右 端 级 数 在 X che EU ee LER (ahr 29 X BOSE. On E X Xx 4 
基底 的 Banach f, | 

美 于 定理 3.6 在 有 基底 的 Banach 空间 上 的 推广 的 证 明 参 见 
[10], 274—275 页 。 许 多 讲 积 分 方程 的 书 , 就 在 这 基础 上 把 积分 
方程 的 癌 题 转化 为 有 限 信 空 间 上 的 线性 变换 的 问题 ,例如 五,[, 被 
得 罗 夫 斯 基 的 《积分 方程 论 讲义 ?等 。 

M. S. Banach UH, JL EZI, ATARE 3.6 对 一 般 可 
分 的 Banach 空间 是 个 也 是 对 的 ? R, P. Enflo [27] 举 出 皮 
例 ， 说明 一 般 是 不 对 的 。 事 实 上 ，Enflo 所 得 到 的 刚好 也 是 可 分 
的 ,但 是 没有 基 寡 的 Banach 空间 的 例子 。 现 在 ,最 简单 的 反例 被 
认为 是 A. M. Davie 构造 的 。( 参 凯 [40]，P。2977 

2° Riesz-Sehauder 理论 


* 2U7 ^ 


命题 3.2 设 46v (X), 天 0， 则 dimN (4 — 11) < ec, 

证 E T= AN NOT) E X89281]. Wie} 
NCT) B. |x 所 1,5 一 1,2,."*， 从 A 是 紧 算 子 ,应 有 {x,}2-, 的 
子 序列 {ta m> 使 {Arn tm 收敛 由 Trs 一 0， 有 Xaj 7 
T Az. tk oue, k BIRR NCT) 的 单位 球 是 列 紧 的 。 根 
据 第 一 章 $7 中 的 定理 7.2, 即 Riez 引 理 后 的 说 明 ,， dimN{ 了 TD) 二 
”ee。 证 毕 ， 

定理 3.7 (F. Riesz, 1918) WE A4€«(X), i30, B 
R(A 一 11) FEBS. 

WE 由 命题 3.2 及 第 三 章 $2 中 命题 2.4， 存在 天 的 子 空间 
f, E 


X — N( A ANBA, 
设 Ti — X xE 3 im F: 
Tx = (À — lx, Mp x€ Æ., 
显然 TELA, X), EH. R(A— 41) = RCT). FU 3 #E UE 
RCT) ERBY. 
HUTE A LERH, BFE M > 0, f 
(4.5) ITxl > Mlsl, 3 sev. | 
和 否则， 存在 [hn Co. jen ” 1, n— 1, 2... 使 Tx 一 
0。 因 4 是 紧 算 子 ， 不妨 设 Ax, fo WE dx, — Ax, = Ta. 
0, d — 中 的 Ax 9 vu. :注意 .2 是 闭 的 ,所 以 EH. F 
是 
Ty, — lim T(Ax,) = 0, 
H TERHI, E 六 一 0， 另 一 方面 jedl — 1, 2550, E 
lyd — lm liz, — 12] > 0, 


矛盾 。 所 以 (3.5) 式 成 六 ,从 而 RCO 是 闭 的 。 证 毕 。 
命题 33 设 Ac (X), E UNO — 4) 一 {0}, MH 
R(I— A) = X, 
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证 WJ, RCOL— A) > X. $ 
X, = X, X, (1 — DX, n= L,2,. 
则 xx, AUB X, eX, GE XQmXQQ. TU, 
x, — XQ = G — AX, 
对 于 任意 的 +€ X... (í 一 4)x € X,。 从 而 由 上 面 的 等 式 ， 有 
y€ X,, fs 


(I — 4)» — (I — Ayy. 
因 了 一 地 是 单 射 的 , 故 z = y € X,. E X, EX, PB. Hg 
数学 归纳 法 有 

X, s X, SP A m... 

根据 定理 3.7, X, 是 闭 的 。 从 而 是 4 的 不 变 子 空间 。4|X， 仍旧 
是 紧 算 子 , 又 由 定理 37, X, 一 RU 一 A| X.) 是 闭 的 ,如 此 类 推 ， 
每 个 X. HERB WE Riesz 引 理 ,存在 r, € X,, [xÜ] = 1, 
M f 


p(x,, Xs) > + Hw 12,*:** 


对 于 任意 自然 数 f, m, mom, 


ll 4x, 一 Ax. ll 

= |x, — [(x, — Ax.) — (z, — Az.) + x 1l 
1 

= > 


因为 《xz 一 Axa) — (x, — Ax) + x € Xo. MI 42,17. 不 
 TEYERESCEHR P]0,5 AJ KS IS, WEB. l 

8|3893.1 设 AE @(X), T — 1 — A, T 表示 了 的 共 示 算 
子 , 则 l 

dimN(T") — 0 <> dimN(T) = 0, 

证 注意 ，7 一 1 一 4 ， 由 定理 3.5, A 也 是 紧 算 子 。 

先 证 二 >， 根据 命题 3.3,RCT') 一 让。 于 是 由 第 三 章 $ 6 中 
定理 6.2 可 知 i 


. 209. 


ACTO — ROI — (X) — 101. 
m <. 根据 命题 3.3, RCT) X, MRI Banach 道 算 
子 定理 ,了 是 有 界 可 道 的 。 再 由 第 三 章 $5 中 定理 系 2, T BES 
界 可 逆 的 ， 故 NOD 一 (Ok. 证 毕 。 
引 理 3.2 设 .4 FE X69320], A 是 X 的 于 空 闻 ; 又 
dim. = n> 0, dim” = m > 0, 
Fik 
M = Se A = SAri =., xa). 
HFE z€ X', z# € X, E4 . 
x(x)-—0,3 1 S; < zn, W xxv, 
B 
x(x)-—0,3 1«j«m, fu xn) = 0. - 
证 EHE mv xz. 生成 的 子 空 间 Xo MU z.& X. d 
=ë $2 中 命题 22 可知 x, 是 存在 的 。 改 问题 黄 在 于 x, 的 存在 
性 。 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 。 人 恨 设 对 m —1-— 1 >21, BER 
元 存在 , 则 存在 tpt EK, WE 
ss) — 854, 1=< ji, k = L, 
现在 ,对 任何 的 x€ X. - 


1-1 1-1! 


x (z— > ROR — zw) — DY x rz) 


k= kal 
一 zilar) xx) 
-—0, j=l, Ll, 
如 果 x 在 S<... 上 为 0, 由 上 式 


1-1 
z— >) Gn €S,n, xb 


k-1 


1-1 


xi (s 一 >; si») = 0. 


是 四 卫 


x) 一 3 GO). 
从 而 
i~i 
x; = > XC 


这 不 可 能 ， 因为 [x c. ox) 线性 无 关 ， 所 以 至 少 有 一 个 <, € 
"Spiti te arij, E riCa 可见 对 m = t, 引 理 中 元 x*, 亦 
存在 。 而 对 m-— 1 是 平凡 的 ,归纳 法 完成 。 证 毕 . 
X339 38 Ú 4€€-(X), * T — 1 — A, Hi 
dimN( T) = dimN(T") « co, 
证 注意 TT 一 1 一 A， 根据 定理 3.5，A' € (X), Xm 
据 命 是 3.2,dimN( T) < oo, dimN(T') < o ， 现 在 设 dimN(T) 
= s> 0, dinN(T) = m > 0， 更 设 f 
NOT) 一 Splitis BERTS F 
NCT = Spiti tertata 
由 引 理 3.2, 存 在 xz EX 和 z € X 使 
mmn) — 0, 1<; < n, 0 
rj(r) = 0, Dx Pc m, 而 3) 和 0 
"n D 
Ax — xx)x, M x€ X. 
NU 4， 是 一 秩 算 子 , 故 4,E (X), X. 
Air CF) -iz(4x)T n), 24 Z € X', x€ X, 
于 是 
Aux = xxm. 33 x° € X', 
可 见 4, 也 是 一 秩 算 子 。 
W T,= T — 水。 假定 能 证 明 
(3.6) dimN(T,) — n — 1, dimN(T — m— 1, 
因为 T, — I — CA + A) 与 TT 是 同类 第 子 ,而 T, 与 TL Hom 
疗 维 数 各 减少 一 维 , 量 复 这 个 步骤 有 限 次 ,最 后 将 达到 如 下 形式 算 


* gillr" 


= 
T—I— À, Ae (x), 

而 且 dimN(?) — 0 8 dimN(f') — 0。 根据 引 理 3.1, 它们 必 均 
为 0, 于 是 m 一 xs。 定理 得 证 。 因 此 问题 在 于 求证 (3.6) 式 ， 

设 rENTJ， 从 了 人 ,一 了 一 如， 有 

Tr = A,r = nitne 
RERE, < € N(T'), ik 
0 = T xnl) = ta Tx) = nlrani e 
从 x, BAFE, xn(x2 99 0, AX xx) 一 0， 从 而 
Tr =Ù, 
BD x€ NCT)。 所 以 
x= >; jj, 


i=l 


因而 


0 xx) 2 ajsy (xj) — a xxu Ju 


imi 


已 知 xx) 5€ 0, E o, — 0, FÆ 
r- Y Ux; 


i=l 


x; (z) 一 > azia) = 0, 
于 是 Ax 一 0。 从 而 
Txe Tx — A,x = 0, 
总 之 ， N(T,) 一 Sele BD 
dimN(T,) = » — 1, 
FILE OT, 3 UE (3.6) K, 4d x €NCDO. M 0 — T = 
T'x — Asx ， 可 得 


s ile 


Tx — Ax -—x'n)x. 
HAZA go 中 定理 6.2。RCTYCNCTY 而 x, € NCTO, #& 
0 = T'x'(x,) = r Cr CR). 
EA eCe), k sx 一 0 从 而 T'e=0, BDz ENT 
T 
> = > a 


j=l 


0 — rr) 21 n) -BOO, 
但 xL(z) 5€ 0, fX 如 一 0。 于 是 


"-1 
, r 
£ = >; Bitia 


f=1 
反之 ,每 个 形 如 上 式 的 x BE NCT 中 。 因 为 z;€ NOT”), j= 
l,- mų 1, Ék T' = ü, X I 


ra) > fixi) — 0, 


A 
A mm x" (xx, = 0, 
从 而 - 
Tix = Tx — Axr = 0, 
总 之 ，NCTID) | S {titt ttma B 
dinN(T,) = m — 1, 

至 此 可 见 (3.6) 式 成 立 ， 证 毕 . 

事实 虐 ,我 们 可 以 证 朋 , 设 AEX MAERT 2 == 0, 

dimN(1I — 4) = dimN(2I — 4) < oo, . 

— 4,54 REC 11, 

定理 3.9 《两 择 一 定理 ) 设 HE (X), 则 于 任何 的 à > 0, 
必 有 


: 23。 


A€oCA) 或 4€ a( 人 4), 
证 首先 ,根据 定理 3.7，RCA — 1) EHR. SS ch nit 
域 定理 (第 三 章 $6 中 定理 6.4)， 
RCA — AI) = "NCA — i), : 
若 1g&er( 4), M] dim N (4 一 21) 一 0。 根据 定理 3.8 后 面 的 说 
BH, A dimNCA 一 41) 一 0， 由 前 式 
R(A — 11) = X, 
从 Banach 道 算 子 定理 , (A — 11 t € MOOD, d i€o040. 证 
te, | 

应 该 指出 , SEE. EGEORARIEGERO. 当 非 齐 次 方程 
(3.7) Ax — lx = y, lh Ü, 

之 解 唯一 时 ,方程 

Az ir 
REER., HU 180A), HRAT 4， 极 据 两 择 一 定理 ， 必 有 
A€o(A4), 于 是 对 任何 的 >€ XX， 方程 (3.7) 都 有 解 。 这 就 看 出 两 
择 一 定理 的 威力 , 从 方程 (3.7) 解 的 唯一 性 可 以 导出 这 个 方程 解 的 
存在 性 ， 币 唯一 性 往往 较 之 存在 性 要 容易 证 明 毕 . 
$E XA 设 4 @(X), HU 
CANO) — e, CON), 

证 PRANON zETHIBIEBU I ALORS LU 
RECANO}, 则 2950, H raol), hA EA, EA 
¿eo A). MEER, 

命题 3.5 dk 4€«D. 则 o,CA) 没有 非 零 的 聚 点 。 

证 否则 ,有 一 捉 互 异 的 非 零 点 4.€ z (A), fE 1,— 1 0. 
RAAT A. 的 特征 元 为 so nm l,e . 

用 数学 归纳 法 往 证 [.)T-. RETE VP aao ns, ERE 
EK, WR is't aHa H. 线性 相关 ， Wi £e ES ou SEES en 
j= l,e — 1, 使 


.2It. 


i-t 
s, — > CH, 


ry 


从 而 
一 "1 
Au, = S ciu — D cw 
i=l FE 
x 
"—i 
Au, llu. — > Cik etti 
i=l 
M. 
a-t 
Dd) 0 
j-1 


由 假设 mottem REEK, 故 0 7 1) m0, j= Mens, 
s= X yi0 R Gm0 j0101,-7,2— 1, P 
盾 , 所 以 ty MO 也 线 性 无 关 ， 

WW A LatA,H 
A 年 A。， 出 第 一 章 $7 中 的 Riesz 引 理 , .存在 sE A ,, 
lel — 1, B. 


Otas LP ua >+: n 一 1l,2,.-.. 


注意 ,对 m < n, 考察 
(3.8) ` l do 一 了 4z- 


va m. Ao, E CA 12». » 


从 eu € € LC La 55 A LE Lat A, Al Ae € o vas X 


va = Y aj € 4 ., TE 
i-e 


(4 — i) — D) a (A — à, 


iat 


.2l5 e 


aci . o 
- >; aA = LPSE € AË uas 


i=1 


可 见 人 3.8) 式 右 端 第 二 项 谢 于 A.r KGH 式 右 端 范 数 不 小 于 
1/2, PB 


2 当 m «n, 


TEN 
2. "m 


因为 AQ—A $0, le, I = 1, x= 52, 所 以 esr 是 


L 


ARN. BAERE [a(Lo.))- Sewan 这 与 4 - 


Jg TX. ub. 
定理 3.19 HE 4€ @ (X), JW] oC A) WEBSSESETRE AR. 
证 ”这 是 命题 3.4 与 3.5 的 直接 推论 。 


从 定理 3.10 可 见 ，C 中 每 个 环 域 bl < l2] < spit, 


2,.…*， 最 多 内 含有 A) PERS TA TE c) 最 多 是 可 
RAAR, 
EH 311 设 4E @ X), 10, 网 
O 存在 x€ X, 使 (4 — 141)r = y, 
«— y €"NCA' — AI), 
Gi) 存在 FEX, iB (2 — 11DF = z, 
<> g€ N(A — APY, . 
AE 由 定理 3.7, R(A— 211) EARLE (4 — ADY — #'— 
. if。 于 是 根据 奈 值 域 定理 (第 三 章 $ 6 中 定理 6.4) 可 知 
R(A — i) ~ "NCA — 21), 
RCA — 11) — NCA — AY, 
据 此 可 见 定理 成 立 。 证 毕 ， 
综合 前 面 的 定理 3.8,UL E XE XE 3.11, 便 有 
定理 3.12 (Fredholm 交替 定理 ,1900) ik A6 @(X),15e 
0， 则 非 齐 次 方程 
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(ON (A — rije y 


(QN) CA! — 1E = n ) 
对 村 给 的 y € XC» € 六 )】 怡 有 一 和 解 必 须 且 内 须 相对 应 的 齐 次 方程 
CH) (A4— AIr — Ü 

(ur) (A — 1E m0 ) 


REFE, Iib, 若 齐 次 方程 (HO 或 OT 中 的 一 个 有 非 零 解 ， 
U CH) 55 (HY》 有 同样 多 的 线性 无 关 解 ,好 
dim NCA — AF) = dim NC Æ — AI), 
IEF REE W) CONT D 有 解 必须 且 只 须 XD 5 OP) (CH 
Ha ER "ERE" ER 
VENCA — 11)(n E NCA — AP). 
这 个 定理 事实 上 相当 于 无 窃 维 空间 的 线 代数 学 , 它 和 定理 3.9 
《两 择 一 定理 } 及 定理 3.10 合 称 为 Riesz-Schauder 理论 。 它 的 
dE RE Fredholm 的 积分 方程 理论 ,那里 严重 地 依赖 于 行列 式 理 
. 论 , 现 在 则 完全 摆脱 了 这 个 东 鲁 ， 原 来 ，F，Riesz (1918) IHE 
在 共 暂 算 子 方面 ， 并 没有 对 一 - 般 的 Banach 空间 都 予以 证 明 。 以 . 
上 的 理论 是 后 来 由 Hildebrandt(1928) XQ Schauder( 1930) 完成 
的 。 诚 如 许多 人 的 评述 ，Riesz 的 工作 是 完全 几何 的 ， 无 论 在 语 
言 或 精神 上 者 是 如 此 , 它 也 是 非常 精致 和 初等 的 
例 5 Fredholm 第 一 型 积分 方程 


| K(s, ip G)dí = g( s>, 
在 外 观 上 洲 之 第 二 型 积分 方程 似 平 更 接近 于 有 限 维 的 线 代数 方程 


组 ,但 是 实际 上 却 相距 更 远 。 例 如 于 


K(r,z) = > i sin ns sin n£, 
m=1 f 


考察 算 于 
C36) = 'KG.0sC041, 当 s( € Lel 
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PR, Kine LR), RE Refl, D 0 < sr <=). BIN 
例 4, 了 是 从 LEO] 到 自身 的 紧 算 子 。 令 


e, = e,C) = J2 sinnt, 4 —]1,2,-*. 


ADRIE, {enjem 是 L'D0, =] 的 正视 正 交 集 。 设 x = xG2) € 
工 [0,r] 与 所 有 e. 正 交 , 即 


F] O sin sid: = 0, s= 1,2,- +", 
° 


f sC), € (0, x], 
jo -上 (o, 
—3(—1), 1€ [—=,0), 
易 见 yE E'L—x,21, HORTA. d 
Pon - 0, J yC) cosas - 0,5 ,lr 


e. 


X . . 
| yG) sin nidi — 2 | y CO sin nidt 
- 2 r x(t) sin nrdr 
-0,75- 1,2,---, 
我 们 知道 l 


sin z, cost," sin øf, 


1 
Vx 


COSSZ,-77, 


Z Z "Z 


VE 
是 L3[— =, x] 的 一 个 正规 正 交 基 (参见 [6], SA. $8), $ 
yCO = 0, a. e. T l-r] 于 是 x(20 = 0, a. e. T [0,x]. 
这 说 明 《ez 是 L[0,.] HEREZE. EN 


" i = Z j 一 - 
j. KCs,1) sin kidi T sn ts, Á 1,2, . 
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所 以 


(3.9) Te, = — x ej, K = 1,2, n 


M 
而 对 任 给 的 <€ L'I0,x1, BF 


s— D Erer 
km1 
Mm 


Tx -— >= zb LIV 


如 果 Tx — 0, HI ap^ 0,.&=1,2,-... M 一 之 See 
0. "TUIS ER Tx 一 0 只 有 零 解 . 即 了 是 单 射 的 。 但 是 从 命题 3t， 
可 不 是 对 任何 ye LT, z], 方程 T* 一 y WAR rE L'l0,z1. 
这 与 线 代数 方程 组 巡 然 不 同 ， 

” 尽管 第 一 型 税 分 方程 性 质 奇 特 , 但 它 在 应 用 中 却 唱 益 重 要 , N 
此 70 年代 中 期 以 来 ， 也 出 现 一 些 研究 这 类 方程 的 工 作 。 《参见 
[30], $7.4) 

3° 关于 Fredholm —À 
WAE Banach 空间 六 上 的 紧 算 子 ，i 六 0， 定义 
T — I — A. 
MAREA 3.7 与 命题 3.2 知道 下 有 下 列 重 要 性 质 
i) R(T) 是 闭 的 ， 
(310) (o dinN(T) «oo H dimN(T") < oo, 
把 这 抽象 出 来 , 便 有 直列 重 要 概念 
定义 34 HAXE Banach 7i], T€ S(X). inÉT A 
(310) HARRE, WERT 29 Fredholm WF, iue Te 
ÉES (X), XX 
ind(T)&dimN(T) — dimN( T”) 
为 了 的 指标 
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例 6 对 中 上 的 单 边 移 位 算 子 S. 
x — {ëa Eis E, Sx T (0.5, ES ES 
Ans 1p 4? Brig, S* 为 
y = {ms ms na hie S*y == (s moms sn 
而 且 | 
N(S) — (0), MCS) — Sieh, 
这 里 a 一 {1,0,0,-…}。 从 5 是 保 范 的 ,我 们 还 知道 ROS) ER 
的 , 故 SEF (7), 且 指 标 ind(5) 一 一 1， 
根据 定理 3.7 与 定理 28, XP OT A, T 一 1 一 4 是 指标 
为 0 的 Fredholm ET. 历史 上 ,从 F. Noether, T. Carlemann 
到 M.T. Kpeñu, <J IE OUITLEESEBUS HAMAR Fredholm 
算 子 理论 。 例 如 ，RKpeia 就 曾 对 Wiener-Hopt 型 积分 算 子 


(KxX5) = IN KG — eC di, 5220, 


其 中 A()€ L'(—o,00),UEB] T — 1 + K € S^ (L0,001), 并 
且 给 出 计算 ind(TO 的 公式 ， 从 积分 方程 理论 和 闭 信 域 定理 来 
RA 了 TeE 多 (7) 则 方程 Tf 一 上 有 解 必 须 且 只 须 g e?NCT'), 
Ait, Fredholm 算 子 的 引进 和 发 展 是 很 自然 的 。 也 确 有 许多 重 
要 的 算 于 是 非 紧 的 Fredholm 算 子 。 特 别 对 Hilbert 空间 H, 
FH) 的 理论 更 加 丰富 深刻 ,例如 ， 这 时 著名 的 Atkinson 定理 
成 立 ( 人 参见 [5]，$11,5)， 因 此 许多 书 单 就 Hilbert 空间 情况 讲 
Fredholm 算 子 理论 在 1957 年 左右 发 展 到 一 个 高 峰 ， 出 现 所 
谓 指标 定理 : i ' 
d Tes (X), muAcwoOO, msi lal * 
AB T + A8 gr (X), B 
ind( T + A) = ind( T), 
WT ay tkEXRSIEY ZI HE BL MEB, REEERE PS rt a 
之 存在 性 的 有 力 工 具 。 指 标定 理 的 证 明 可 参见 [691 LAZE, S4 
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最 后 ， 还 该 提 到 由 于 整体 微分 几何 和 物理 [例如 广义 相对 论 ) 
的 需要 , 逐渐 发 展 起 流 形 上 的 偏 微 分 方程 理论 。 例 如 ，Hodge Æ 
理 说 的 就 是 紧 流 形 上 的 Laplace 方程 ,利用 它 可 以 证 明 紧 
Riemann 了 昌 面 上 其 基本 的 Riemann-Roch 定理 (参见 [4]。 第 三 
章 ), 而 紧 流 形 上 偏 微 分 方程 所 确定 的 一 大 类 算 子 都 是 Fredholm 
算 子 ， 多 年 来 人 们 直接 或 间接 致力 于 它们 指标 的 研究 ， 终 于 把 算 
子 的 能 解 性 与 微分 流 形 的 拓扑 不 变量 深刻 地 联系 起 来 。 具 fk 些 
说 ， 即 算 子 的 解析 指标 可 用 拓扑 厅 变 量 来 表述 ， 这 便 是 著名 的 
Atiyah-Singer PE, 


$4 有 界 自 伴 算 子 


在 本 节 中 , 昌都 表示 Hilbert 空间 。. - 

l^ 有 界 自 伴 算 子 的 基本 性 质 

定义 41 % Tes Æ T =T, ， 则 称 了 为 自 伴 算 子 
(RAREN). 

例 1 有 限 维 欧 氏 空间 上 的 Hermite 炬 阵 , 显然 确定 一 个 自 
伴 算 子 。 因 为 从 第 二 章 $4 可知。 有 限 维 空间 上 算 子 的 Hilbert JE 
弦 所 对 应 的 矩阵 恰好 是 原来 算 子 所 对 应 的 和 矩 涟 的 共 轮 转 置 . 

@2 设 K(x,y)€ LXS), 这 里 8 表示 正方 形 {(x,y) :0 < x, 
y< 1}。 如 果 K(x,y》 是 实 的 ,而 且 还 是 对 称 的 , 即 

K(x,y) — K(y,x), H Cey) € 5. 

则 如 下 定义 移 积 分 算 子 


CTA 一 [ KG, Df GOdy, f— G0 € D0,1], 


是 L30, 11 EWART., SEA 51:502. — 
定理 41 如果 T€ VH), Wi 
T EBR PERU (Trs), x€ H, EOS SES, 
证 ”如果 了 是 自 伴 的 , 则 对 和 任何 的 x € H, 
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可 见 《Tx, x) 为 实数 ， 

反之 , 著 《Txyx)， x€ H, E> Ste Lao] ES ST 
(4.1) (Tr,x)- (x,TxO, Vx€ H. 
对 任何 x,y€H, XErxlEDEUSNUDAD 


(Tr, y) 一 Ł [CTCx + 3),x + 32 — (Tle — y),x—y)I 


十 PIG iy),z + iy) 
一 (T(x 一 iy),r 一 iy)1, 
(z, Ty) 一 + [Cx + y. TG + y)) — (zx—y,T(x—y)31 


十 £ IG + iy, T (z + dy) 


— (x — iy. T(x — iy], 
HAUDA. WA 
000 CPzx,y) = (z,Ty), Vz,y € H, 
由 伴随 算 子 的 定义 ， 
(Tz,») — (x, T*y), Vz,y € H, 
于 是 i 
(s,T*y) —(x,Ty), Vx,y € H, 
it T* = T. EH, f 
引 理 41 对 TE S (H5), W 
pr sup IKCPx, 2l, 


Yeh imi 
HU [TË — <, 
证 显然 ,对 任何 z, y € H, 
ICTs, »)1 allayh, 


故 对 任意 的 x€ H, 
[Tx — (Tr, Tx) < lel Tel, 
以 而 
222 * 


[Txi «ux. Vz € H, 
可 见 PTH e. 
男 一 方面 ,对 任意 的 z, y € H, 
[CP 2,521 Telit « TMy. 
可 加 us Iri ER., l 
定理 42 E TESH) 是 自 伴 的 , 则 
iil = sup I(Tz,2)]. . 
证 令 M 一 sup ICTz 20. MENE 4.1 现在 只 须 求证 ax 


村 。 为 此 我 们 需要 在 下 面 把 1(Tx, y) 的 估计 式 转化 为 二 次 形 
XE zye H, lx 一 yi 一 1， 则 
CTC + y),z + y) 
— (Tr,z) + (Ty,x) + (Ty) + (Ty,y) 
= (Tx,z=)+ (y,Tz=) + (Tx,y) + (Ty,y) 
—(Tr,r)+ 2Re(Tzxz,y) + CTy,.92, 
CT(x — y) — y) 
(Tr,x) —2Re(Tr,y) + (CDy,y). 
及 第 一 个 式 子 减 去 第 二 个 式 子 , 便 有 
4Re(Tzxz,y)= (T(z + y),z + y) — (T(x — y),z — y), 
AEEA Ff EH， 人 了 从 村 的 定义 ,关于 二 次 形式 《Tf,1f》 有 
|| T, DUE Mt, 
prd: Edu bob 273p 
. 4ReCTx,y) N" 
< [CTG + y),z + y)| + |(T(z — y),zx — y) 
< MCs + yl + ||: — xf? 
= 2MCISIP + 151 — 4M. 
设 CTx,y) = eI(Tx,y)|， 在 上 述 不 等 式 中 以 ets 代替 x, 得 
到 
KT, y2| = RelCTs, y?l 
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= Re e7UTx, y) 
— Re(T(Ce ?x),y) < M. 


从 而 
e= io paul Cn»! < M. 
iE, 
命题 41 i Tc OD, 则 


ITITI = (Tfj 

证 ”由 第 二 章 $ 4 中 定理 415p, TT RE feng. Muse 
理 4.2, . 
IT*TI — sup ICT"Tr,z)| 

一 Ap. Tx 
= C sp [Tl — IT, 
命题 42 设 TEZ) 是 自 伴 的 , 则 
r(T) = jr]. 

WE he 4.1, IT 一 1 时 ， 利 用 数学 好 纳 法 可 知 对 一 切 
自然 数 n A 
IT” 一 iie. 
根据 定理 1.7， f 

rT) = iml" — [T]. 

WX 42 设 P 是 Hilbert 空间 五 上 的 射影 ， 如 时 PH 与 
(I 一 了 YH 是 相互 正 交 的 子 空间 , 即 PH 中 任意 元 与 《人 一 POH 
中 每 个 元 正 交 , 则 称 P 为 正 交 射影 

EHxE X nj E PEES Æ, UI 

lxi? = Jp z]: + Cr — POsIP, wre H. 

& EPI < I, 

命题 43 Hilbert ZEH EKER YE P 是 正 交 射 影 当 且 仅 

当 P 是 自 伴 的 。 
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证 ”如果 射影 P 是 自 伴 的 ; 则 对 性 之 的 xz, y € H, 
CPx, U — P)y) = (x, PCI — P)y) — (x,0) = 0. 
hj l, P GE 32 33, 
反之 , 若 P 了 是 正 交 射影 ,) 则 对 性 何 z, y € H, TRJ 
x 
p, a n€ PH, z, p€ C1 一 P)H。 FE 
CPx; y) e (w, yi T yi = (x 9O, 
` (x, Py) = (xa + m, yi = (xo »), 
dk 
(Px, y) 7 (z, Py). 
BS z, y€ H BERK, m e ERAH. TEE, 
X3LAS3 设 4 与 下 都 是 吾 上 有 界 自 伴 算 子 ,如 果 
(Az, x) > (Bx, x), Vx€ H. 
则 称 A > B, s BSA, 
$e], ARA RH L ASE, 420. WRAREN 
F, 
定理 43 设 P, 5 P, 都 基 妃 上 正 交 射 形 , 刚 下 述 命 题 是 等 
价 的 : i . UU 
(1) P, < P. 
(2) IP zl < Ü Pill; 3 z€ H. 
(3) R(P OC R(P.). 
(4) P.P, => P. 
(5) P,P,— P,, 
证 E 4.3,H REZNE PEHR. TJ 
(Px, x) — (P'x,x) — (Px, P xD 
= ||P<|?2, Vx€H, 
m P, < P. Wi 
ra il — (Pix, xz) =< CP, uL Vx € H, 
WC) (22. 
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ECDRM, M <€ RCP), Wf 
lal 一 1Puzl < 12:2. 
[N P, 是 正 交 射 影 ， Px LC 一 P,)z, S 
Pd 
HI Tok F Sl UAE CI—P,)x = 0, BUx 一 Pe R( P.D. PF 
E23), 
如 果 (3) 成 立 , 任 给 z€ H, Pwe R(P DC RCP,)， 于 是 
(P,P,)x = PKP) Pax, 
故 P:P, 一 P. MOSO 
若 P,P,— P. HX Hilbert t$a, 则 PIPT P}, 但 P. 
P, 都 是 自 伴 的 , 故 P P, 一 PI， 所 以 (4295), 
# PPP, 则 对 许 给 的 x€ H, # 
I.P xl] - I PiPsel < IP A Pol < | Pell. 
IODC ATER, 
. IP;z| = CPjx .x), 了 一 1,2, 
a 
CP iz, xY (Pur, x), 
BU P,< Pi。 所 以 05) 中 (17?。 证 毕 ， 
EX 44 jS T Kk Banach 空间 是 上 有 界线 性 算 子 ,4€C. 如 
R T- u 不 下 方 有 界 , 如 不 存在 a > 0， 使 
ICT — l jell 2 ajel, Vx € X. 
则 称 4 属于 工 的 近似 点 谱 , 记 作 1e o CT). 
由 第 三 章 51 中 命题 LS, 
RECT 一 41 FHEARAINN 


PARR, nT Ut, 
s, CT )C oCT), 
命题 44 2 XJÉBanach 空间 ,TE SF (XO, 车 有 (s.c 
X, 使 
(4.2) Tx, — Ax, > 0, lix, = d m m 1,2,- 7, 
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is. 


MUJ 26 z (T). : 
证 从 (4.2), E£ T — 21 不 下 方 有 界 ; KK leafy 证 
F, | 
从 这 个 命题 也 可 以 看 出 ,so,CT》 所 以 取 和 名 近似 点 谱 的 理由 。 
定理 44 设 4€ VH) 是 自 翌 算 子 , 则 
(i) A) A FEME, 
(H) s CA) — 2, 
(i) 设 dx? dx, sz 0, i= 1,2, H hoà, MH 
xd xn. 
证 E G 对 实 的 42，#， 注 意 
(CA— il Fr, r) = (( A — his, CA — Ala) 
= ICA ux. 
URS 
ITA — Q. + i zl 
-= (4 — G + ig), LA — G + inie) 
— (LA— (1 —is)t][A — Q + rai je, x). 
= ([C(A — MY + milse) | 
= IICA Cs lz 全 
3⁄ 4c 0, Hi 
ILA — Ca + iadt | allel, Vx H, 
由 此 可 见 4 一 人 十 ji 是 单身 的 ,有 RCA— G + iul) 是 
闭 的 ， . 
Bin R(4— (1 -+i ox H, REPO $S 4 中 定理 4.2 
 3iESE [4 — Ga + ilt = 4— G — ia, 有 
NCA — (a — inM) = RCA — (1 + ig) ox (0), 
这 与 A-a in JE IMBSZEIB. sk RCA — Q + 60D- 
H. BiU 4 — G + i)1 AARRE lt ie € oC A), dE 
DCR, 
Gi) 设 s€ oC A), RE Gi), n 是 实数 ， 则 《4 一 zt - 
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Hc. BET RUA — = > H, RRR E $4 中 定理 4.2， 
FE x€ c,C A). uT 
z €o CA) lo (A= @, 
这 不 可 能 。 
EF Gi). B Gi, à, n 都 是 实数 。 于 是 
An, x) un m) = dx z) o 
— n, Ax) = (zp Ax) 一 An, x. 
已 知 A *< 必须 Grd 一 0。 证 毕 ， 
对 Hilbert 空间 总 上 有 界 自 伴 算 子 A, RER 4.1 和 定理 
42, 可 考察 
m 一 if (Az,z), M 一 sup (45, x), 


定理 45 设 4c gH) REUERLT. DU 
cC 4c m. M], 
E m, M 都 在 oCO m. 
证 设 e M + 2, d>0, MES <€ H, 
(CA — AD, z) = (Ax, z) — AG, z) 
= M(x, x) — (x, x) 
一 —díx, x) = 0, 


因此 . 
I ICCA — 122,221 > dij. 
另 一 方面 

IG — 1D, < ICA - 一 ADxlilxl. 
两 个 不 等 式 联 立 可 得 

IIC 4 — Del > dizl, YrEH. | 

这 说 明 4 — 4I 是 单 射 的 , 且 RCA 一 i) 是 闭 的 ， 再 根据 定理 
4.4 ËJ (ii), RCA — 21) = H. ik ¿€ oC AD, 于 是 (M .+oo)C 
eA). MEHE, (—00,m)C oCA).. RRE 4.4 的 《i 可 
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s(A)C [m,M1, 

对 a> 0， 考 察 算 子 4 的 平移 4 十 cI， 则 相应 的 mM 以 
及 谱 cCA) 都 将 向 右 平移 o AEREE O << mM. MEM 
42, Mh), M= jaj HMHE AAR (s.n CH, 使 

dud m 1. s= 1,2,1, HE (Art 7M, 5 s — co, 
于 是 | 
Me. — M xul! — (dx, — Mx,, dx, — Mx) 
= Az]: — IMCA rn, x + M'hel 
< 2M' — 2M(Az,, x.) — 0, 4 n — oo, 
H dH 4.4, MEC) C o (A). . 

对 < 必 0， 孝 察 算 子 4 疝 左 的 平移 £ + al, Behea LHE 
HH mt otA)， 证 毕 . | f 

2? 紧 自 伴 算 子 

AFERA Hilbert AAH E-3bE BS EL (ET. 

命题 45 AGARRAR EE, 

证 否则 ,由 两 择 一 定理 , 一 切 à 39 0 都 在 otA) h, +E 
r(A) — 0. BA AEELPEBS, rp ER 4.2, AO m 00D — 0, i 
-4 一 0， 与 假设 矛盾 。 证 毕 、 

定理 4.6 (Hilbert-Schmidt, 1907) 已 必 有 一 个 正规 正 交 基 
fatas U Patac E 

(i) Aps — A p,, i, 5€ 0, H n€ J. 

Ap, = 0, 4 ac omm, 
这 里 了 是 有 限 或 可 数 集 , 若 J 是 可 数 集 , 则 limi, 一 0, 
GD 对 任 给 的 o € H, 有 展开 式 ` 
Ap = > AC. pr) Pre 


这 里 的 级 数 在 三 中 按 范 数 下 第， 
证 对 4 的 每 个 非 堆 的 特征 秆 4,, 把 与 之 相应 的 所 有 线性 无 
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英 的 特征 元 正规 正 交 化 ， 得 到 一 个 正规 正 交 元 小 组 。， 然 着 把 相应 
于 一 切 非 零 特征 什 的 正规 正 交 元 小 组 放 在 一 起 ,和 模 据 定 理 4.4 的 
Cii), 得 到 一 个 正规 正 交 集 (psh WARNER NCO 的 一 
个 正规 正 交 基 {wjuew。 由 定理 4.4 的 Gii, (oe U {Tp} 
是 二 中 一 个 正规 正 交 和 集 . 
设 
A Sipo.:n€J], Thant o1]. 
这 里 5。 表 示 线 性 张 开 的 闭 包 .显然 24 ELatA. X5 FE 1, 
UTEE ge. 
CAT, z) — (f, Ag) 一 0， 
BU die, d -ALELat4。 

HER «4t 的 正 交 射影 为 了。 则 Ale 可 表 为 PAP. 
于 是 A|. ft WERKER T., mE Al. F+ 非 零 ， 由 命题 
45， 有 1s0 K pet. AAt, pO, 使 (A| 2), m 10. 
BU Ap, = ig. 根据 A GE OX, AD Qo € Q, OB. X 
A|.«* — 0. 2X; + = (0). MJ -CN 而 由 .@ 的 
EX, MACH, Xx X RU H. W Atm (01. 于 是 
(o. Q Ulo... 是 日 的 一 个 正规 正 交 基 ， 

由 定理 3.10, 4 的 非 堆 特征 信和 至 多 有 可 数 多 个 。 而 对 每 个 非 
去 特征 值 %,.， 由 命题 412，dimN (4 — .1) RERO. HJE 
多 是 可 数 集 ， 出 定理 3.10， {hs 唯一 可 能 诊 点 是 0。 故 当 了 了 
是 可 数 无 穷 集 时 ，iim4。 0, KEH Ci), 

FF (ji)》)， 由 第 二 章 $2 中 定理 2.3, 对 任何 EH， 有 展 式 

p= > CEP pe + 93 (Q5. d.d, 


Hong 33k E ANES. KPN T 3 sk iZ H rn ik a sk 
收敛 。 于 是 利用 G) 可 有 
Ap Db pIAP + D Co. db, 
sai PE 
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2i AA Có, Qa) Qe 
iE, 
这 个 定理 是 Hilbert 与 Schmidt 在 1907 年 左右 就 L: EM 


分 算 子 的 情形 证 明 的 ,至 于 一 般 情 况 , 则 是 von Neumann 在 1929 
年 对 可 分 Hilbert 空间 建立 的 ， 


$5 有 界 自 伴 算 子 的 谱 测 度 与 函数 演算 


1° 有 限 维 欧 代 空间 上 的 自 伴 算 子 
Ék H Et: n ERE 4s dH], fe Se(H) 是 自 伴 和 的。 如 $4 中 
HHilbert-Schmidt 定理 (定理 4.6) 的 证 明 , 可 天.4 有 =#* 个 特征 向 量 
[e:,7** o.) 构成 的 吾 的 一 个 正规 正 交 基 。 设 
Api = cipi iml, 
于 任何 的 EH, ARAA 


x >) (x, PI Pi 
imj 
从 而 


4x 一 Š, ax, ooi 


f=1 


所 有 互 异 的 是 ucu < :… < a. 不 妨 设 
上 一 一 
CN ° ma, ms, 


... s+. ... sas 
tpa 7 "yu Ka m l, 


对 z€ H, EX f 
t, 

P ir — >1 G, pppn 
iei 
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ir 
Paco pper 


TmEÉEÍ. 


Pj -—- > Cr, 91) 9i. 


”上 
则 Pi jig, 是 将 全 空间 扎 投 影 到 4 相应 于 特征 悄 4 的 
特征 于 空间 -Ai 一 A Quo dis tta Prit 上 的 正 交 射影 。 因为 
m4 p os, Cp AME Vx € ef, y€ gg, BÚ! P P =0, 当 
i=], bD. >= > (z, eie, 可见 


1-1 


P, P, + E P, — I, 


现在 和 可 以 天 成 
. i - 了 
4— S GPi 
f 
不 妨 假 定 
m = 1, < 1, < --- < ¿,., < lí = M. 
定义 
0. 当 24 < 1, = m, 
P, E! A€[41,2:), 
LC 当 4€ [ls)， 
P, + Pit --- + Pp 当 A€ [1 - a), 


P, + P, + oe + Pau + PB iu- M. 
BUE, €HLSAHEWT. 
H [m, M] 的 尾 一 分 划 . 
D: Ha omo qe eL octo < gu 1 < y > M. . 


显然 
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对 任意 的 š € [eaa Pals 和 作 和 
à 
之 ELE u; _ Eppie 
X lis max Ca 一 nya». Æ a0, 则 上 式 趋 于 


H 
D ub. 
im] 
Ez 
"m 
(5.1) A= dim SEC, — End 
ALIM 


命题 51 上 述 射影 算 子 族 (E: — icc) RAFY 
性质: 
(i) 五 ， 才 是 严 交 射影 
(ii E, dA FJL,BU E, < E,, Mp ¿= g. 
Gii E, EAE SEES Bl lim Bite = Er 
Gv) E, = 0, 当 icm, E, = 1, 3 12: M. 
证 《i)， 由 定义 可 网 各 个 P; Mim E, 是 自 伴 的 ， 根 Ba 命 
B 43, E, RaESEB E, f 
Gi). 由 aeu DE E, 定义 ,可 设 
E, = P, + P, + --- + Pu, 
E, — P, + P, HR + P, + --: + Pir, 
这 里 k, 为 整数 日 0<k, hm, 而 P. — 0. TE 
E,E, — (P, + e + POECP + :+ P9) 
+ 《Pin + 十 Pa) 
一 P, e + P, = E, 
”由 定理 A.3 可知， 了 xs < Ep 
至 于 Gid 5 Gv), M E, 的 定义 是 显然 的 。 证 毕 ， 
一 般 称 具 有 命题 5.1 中 性 质 的 正 交 射影 族 (E,: 一 oo < < 
oo) 为 谱 族 ， 
，2333 。 


2” 有 界 自 伴 算 子 的 谱 分 解 定理 
ELSI it [Es — < < co) 是 一 个 谱 族 ，1(X) 为 
[m — &, M] Ce > 0 ZAMN EREA RAAR. GAE Be 
ZHY), HERR e 270, 都 有 5 > 0， 使 对 实 轴 的 任意 如 下 分 
划 f 
ZE. n, < m < n, < 5 < nua, < a, 77 M, 
只 要 IZIS max Cu, 一 Baa) X05. EAA 


| $3 fGG,, — En) — B||< s, 
k=1 
这 里 £, € I TP FP H £, = m, 则 定义 积分 
É fC dE = B, 
uj, Co. DX tr ap 
Amm É AdE,, 
远 在 1906 Etj, Hilbert E455 272 90 76523 38 Z8 [HJ EA Ë T- B iid 
可 以 是 连续 的 ， 这 样 前 节 的 离散 的 Hilbert-Schmidt 定理 就 有 必 
要 连续 化 ， 事 实 上 。Hilbert 果然 于 1912 年 证 出 
定理 5.1 (有 有 界 自 伴 算 子 的 谱 分 艇 定理 】} 设 Te CH) 是 
HERT f 
m- inf CTx,x), M = SUP (Tx). 
间 存 在 玲 一 的 谱 族 {Ei: 一 0 < a < co), 使 得 
T 一 人 Ad E,, 
WEBHZS WL115), 202—203 Ji. 
UARA tE PHIR {EuL < 1 < o 0 T mr 
族 , 也 称 为 了 的 ( 算 子 值 ? 庶 测度 。 
2° 有 界 自 伴 算 巴 的 函数 滴 算 
HFAB QE —ç < 1 < co, 是 Hilbert #H]H LES 
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m PEA TW, | 
引 理 5.1 Eé x,y€ H, (Ein, y) ELBARREN, B. 


全 交差 V (Ciz, y)! = l=llliyll. 


证 任 取 分 划 
f DPD: ¿,< m < 1, < --- la S< à = M, 
id ECA,) — E, 一 Bw BDM koe d (DL k <i 2500. E E, 的 
单调 上 升 性 质 与 定理 4.3 78 
ECA DECA) f 

- (En 一 Ei, Ea; - Ej.) 

一 E, — Eny — E, + Eg = 0, 
因此 ,对 任意 的 z,y€ H, EA LECA Dy, TE. ES x€ H 


DlECAV — |> ra «[ — iz 
tmt NIE 
由 Schwarz 木 等 式 , 尾 给 x, y € H 
> ICGECAx,21 


= > CEAD ECAD 


kal 


S »3 ECA «II HECA pyi 


«(22 laot) (25 iaoe)” 


— lixillyi. 
这 说 明 CE x,y) RAREZA, HC 3E 38 


V (Gs, 2) 


= sy D ECAs, y) < l=llyl. 
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IHE, 

RERI, (E y) 确定 了 一 个 标量 信和 的 Lebesgut- 
Stieltjes 测度 ， 这 个 测度 称 为 的 标量 值 遮 测度、 前面 定 义 的 
fC)4E, 可 以 说 是 算 子 信 的 Riemann-Stieltjes 积分 。 为 着 运 


算 方 便 , 人 们 便 把 宫 推 广 为 如 下 的 自 子 值 的 Lebesgue-Stieltjes 积 
5. - 

设 sA) 是 定义 在 [m 一 so M] (e, > 0 充分 小 ) 上 的 有 界 
复 值 Borel 函数 。 于 是 (1) 关于 (Ex,y) 所 确定 的 Lebesgue- 
Stieltjes 测度 是 可 积 的 ,出 


H 
| u(A)d( Ex, y) 


是 存在 的 . CX T Lebesgue-Stieltjes 测度 与 积分 请 参见 [6] ,第 五 
We, $ 9)。 令 


vis, y) => P. nCAMCEix, y), x, y € H, 
EA ple, RH EJERDRRERFETZPE, H. 
eG. 1 — ||” «cosas 5) 


= K V {CBax, 9) < Klislllsll. 


这 里 x 是 [KOJE [m 一 es MI ERLAR, BHH oC) 
RH ERE RUSO MEI ES, H | 

ll eli < K. 
根据 第 二 章 $ 3 中 定理 3.3， 愉 存在 所 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 A. 
t | 
(2) (Axy) = ple, y) = | Dann ny CH. 


而 且 
(5.3) lA =< lel = K. | 
显然 4 由 (A) 唯一 确定 ， 记 为 CT), EOD TONER «Q0 的 算 
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FAR. FE 
(5.4) GCT)x,9) = Ë ,IOORCE s. y), x,y€H, 

TERTERA von Neumann 和 M. H. Stoné 
在 1932 年 给 出 的 , 《参见 [21],126*。) 

XT HIEEPEECT THAR (T) Am FAREA 

定理 5.2 VE suom 都 是 [m — esM] 上 的 有 鼻 Borel 9 
W, a ac C. Mi 

G) Ga 十 各 并 了 = (T) + nu). 

(ii) (Casg)(T) = eu ( T), 

(i) Gauso(T) 一 u (T')=,C T), 

Civ) («CT)1* = s( T), 

这 里 (1) 是 «(1) BEHA. (650, Si ty 是 实 信函 数 时 ， 
CT) 是 自 伴 算 子 。 

QD Ub {mAh 是 [m — s, M] 上 一 致 有 界 的 Borel ER 
WF, HAAF AY, MIE z€ H. (0)  Wcs 
于 =(T)x. 

Qvi) 当 4(1) 是 [m — &, M] 上 的 连续 落 数 时 、 


«T)- V «QE. 


证 GGD FEGAR. 
Cii) 由 算 子 函数 的 定义 ,对 任意 x,y€H, 
CmCT uC Tx, yD 


- P. u CA)dCE u, QT 2x, y) 


E sl" ac E,y) 


|. 
— | af CIRCE e, Eiy) 
— | aa |. ia) BiE uns y) 
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+ | e GORGE, | 


- ow D moss, y) 
一 | ovs QOXGs y) 


= Cou) Ts, y). 


UT mT) = Qn T). 
(iv). 由 算 子 函数 定义 ,对 尾 意 的 r ,y€ H, 


(GC) y) = [^ a Ess, y) 
- [GG E) 
-F GUE, 9 


— GO)y; z) — Cr, TYY) 
= (IOT1*x, y). 
故 
u(T) — [«CT)]*. 
34 4(2) EXHAR. «(0 一 800, 于 是 
(T) =al T) |=| UY, 
即 «(T) 是 自 伴 的 。 

(v) BUR v,(0) 一 (0) — (25, YI {v.02 是 [m 一 
eM) 上 一 致 有 界 的 Bord 03820, B s.(1)— 0, n—= 0o, 由 
. XF Lebesgue-Stieltjes 税 分 的 收 襄 定理 (参见 [61, 第 五 间 ,$ 9), 
对 任意 的 x€ H, 

f^ AODACB x) >0, noo, 
Tht CO, Gii), Gv), 
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ls.CT)z 一 «CT 
— [e CI! = Co CP, n (752) 
— (Le CT)]*e,CT)s, z) = (CT (T8, z) 
— Co, lx.) 


— [Le CO PACE, a) 0, Bn — co, 


s (T )x< — (T )z, Mj n — oo, 
(vi 对 实数 轴 的 任意 如 下 分 好 
S; py m < «ctt a.a < a, = M. 
R ¿ké [weas k]], RA 1,2,--. n, HBH. Sg m. (EISE 
s CD) = uE), 当 le (ga, isnz1, k= l... n, 
则 uC) 是 [m — s, M) EE Borei 函数 ,而 


CTI, 0) m | s OI. y) 
-5 | 


fk 
ki ER! 


u (Ad Eix, y) 


-5 » (E Dd CE v, y) 
#à— 


k=l 


= D) ¿(t EC ry) 


- ([2i <spacaoj =, y) 
tat : f 
对 任意 的 r ye B. BEDA 
u CT) = > #(£ JECA) 


这 里 ， ECA D) — E,, 一 下 k= 1,2,**-*,n. 
任 给 s 7270, H aC) 的 一 致 连续 性 ,存在 5 2-2 0, fi 
lG) — «(121 < e, 当 ]1 — T| < š, 
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于 是 当 分 间 d WR 上 Dh T mas lm 一 mal < 3 了 时， 


De» — REDI < 8， YE n ET M]. 
由 (5.2) 和 (5.3) 可 得 
CT) — wa TO < n. 


于 是 
|«en — E ora] 
- IC — CDL n 
EB 
«T) = 人 x(A)dE;, 
证 毕 . 


由 这 个 定理 容易 者 出 , 当 (a) 是 4 的 多 项 式 PO Pf, uT) 
dép TOW PCT). 
现在 ,对 任 给 的 实数 AV < 
. 1, ÄH # = 1, 
ei n) _ n M ai. 
则 易 证 . 
E, = eC T). 
F. Riesz 最 早 发 班 下 面 的 结果 
定理 5.3 存在 一 串 一 致 有 界 的 多 项 式 P.C, f 
E 一 lim p(T Osx, M x€H, 
证 ”利用 Weierstrass 通 近 定理 可 以 构造 出 -一致 有 办 的 多 项 
AFF {p.}?-,， 使 得 在 [m — s M] 上 有 
lim pC) = eC). 


根据 定理 5.2 (v), IEF <€ H 
Ex — (Ts — Sm PCT, 


这 个 定理 使 得 我 们 对 谱 族 有 一 个 颇 为 生动 直观 的 认识 ， 而 且 
在 不 少 场合 , 它 也 是 方便 的 工具 ， 

命题 52 X CE (H) 与 有 界 自 伴 算 子 了 可 交换 ， 即 
CT = TC, MWic 与 每 个 E， 亦 可 交换 , 

证 根据 定理 5.3, 存 在 一 臻 有 界 的 多 项 式 序列 {Pe} 
使 
(5.5) Ex 一 lim PCT Dz, 当 z€ H, 


HE, CT 一 TC, ， 从 而 对 每 个 多 项 式 pus # 
CPCT) — p, CT)C, 
BOTHERBS x€ H, 
Cps.(T)x — pTO, 
令 # 一 0， 由 (5.5) 式 可 得 
C Ex = E,C z, 
Ax € HERH, k CE, 一 E,C,. irhb, 
定理 54 i TE vH) BAPER, {Ei 一 oo < 1 « o0] 
是 了 的 谱 族 ， 
m= inf (Tes), M 一 sup (Trs). 
MU EpLT》 当 且 仅 当下 列 情 形 之 一 成 立 : 
G) kim, M]; 
(Gi) 4€[m, M1, AE Em, M] 的 于 区 间 le, 81, 使 a< 
L < 8, H E, — E,, SB 24€ [=, Bl 
证 ZA. 根据 定理 45， 只 须 证 明 当 ¿ BUT GD 的 情 
ER, ¿1 — T 是 有 界 可 北 的 。 这 时 我 们 可 雇 定义 实 轴 上 连续 十 
数 


dhar 
RERS, 5 2€ (a, 8. 
上 定理 5.209 (vi), «(T) 可 表 为 


| M la EE lf. 
sC) = 


. Z#¿ e 


H LL 
uT) m f" «dits, 
HEX, E, = E,. E i€ [el 于 是 
(AM — Tu T) 
= (T)(2 4 — T) 


_ | «(20 — 1)dE, 
一 . 4 [ 十 N u(AX A, — 1ME, 


a & H 
- | _ 14E, + | (Xl, — 1)dE, + f IdE, 
= E, — Esa + 0 + E,—E,— 1, 
R 一 了 RARITA. 
必要 性 dH €T) B. hE [m, M), BEH 4.5, L% 
m,M， 于 是 可 作 [m,M1 的 于 区 间 A 一 [esp], 使 a= àv < P, 
记 Ru = RGT) 在 
2 — T — (à, — AE, 
BARERA RQE(AXE(A) — E, — E.), 由 命题 5.2 可 得 。 
ECA) R. ECA) | Oo — OE, 
— R ECA) Ir. + f + N (L, — 3)dE, 
T] 
一 Ra (à, — 2)48B,, 
根据 算 子 值 积分 定义 ,可 以 证 明 
|Ë a, oe. seca. 
其 中 一 max{f 一 hsl — o}, TE 
ECAI < AR IEC 


选择 a, 6 充分 接近 4 PE RIRI < r: ni 
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IEA < L |ECAIl. 


故 ECA) = 0, B E, E,. 而 E, 是 单调 上 升 的 ， RD E. 
E. 5 ¿€ ta, 8], ir. 

定理 有 5 设 T€ (H) RART, {E 0 ciclo] 
是 了 的 谱 族 , 则 : 

Gi) i, E TRESEN S 4, 是 E, HARAR E. 
Ei. M 是 工 的 特征 什 时 ， NCA, 一 T) - RCE,, 一 Ea». 

Gi) «(0T) — ø 

(Gi) L€eQT) 当 且 仅 当 E, 在 à, 处 连续 ， 且 对 于 满足 
AA, < 4 的 任何 实数 Ay, ¿, 都 有 E, = E 

证 先 证 OO 的 必要 性 。 设 i, 是 了 的 特征 值 , <, € 0 是 相 
应 的 特征 元 , 即 | 

(AI — Tx, = 0, 
pu 
Vo T AGIS s) T (CAU — TY) = 0, 


假如 m«i.-— M, HF (Ez, z) 是 单调 上 升 的 ,被 积 函 
数 是 非 负 的 , 则 对 和 任意 小 的 e 之 0， 由 
los Ate H 
[7 十 |. —. * f +a Lo 7 1 CE m n) _ 9 


可 知 每 一 个 积分 都 为 0， 于 是 
0 = | E _ A['dCEx, x) 


zs F. dC E12,, z,) 


= s((l— E, +a dx X 2 = sC 一 E, snl. 
B (I — E, +. D>, -— 0, Bj 
(5.6) East = x, 


* 343 。 


Ü = po l2, 一 A CE, z,) 


Aj—a 
zm g P" d(Eix,, z) _ EXE, atis zn) 


= s| E, x, 
epu. 
(5.7) E, x, = 0, 
TR 
(Eis, 一 Ei 225, = x. 

$ s— 0, 根据 E. BE xEHEERTR 
(5.85 (E, -— E, 0)5, — £X. 

# iM, Wi E; = i, TE Erm x. M 
MI 十 K. |à, — A [CEt z.) — 0 


IRCS-7)— EE RTELUIEBH 
I Es, 0, 
故 
(Ex, 一 Ej, 425, mE" 
4 8 一 0， 可 得 f 
CE, 一 Ex, 8)t, — Kia 
Zi im m, WIRCS.6) —RE I. 
PE M 
F L| Bs) = 0 
lcs 


可 以 证 明 
Ej, — x, 
而 Bí, = 0, SH 
(Eia, — Ei, x, = 2, 
4 6 一 0, 再 次 得 到 (5.8)。 因 x, *% OLIHCSLB)RTAT Es; 3e FL, 
再 证 (i) 的 充分 性 。 设 4, 是 E, 的 间断 点 , 即 E, = Eno, 
ER RCE, — Ei.) 中 的 非 零 元 x. HUNE 
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E,(E, — E) — Ei, — Eis: 24 i => PM 
由 x, = (E,. 一 Ei, xs. 可 得 
Er, = EE, 一 Bin, 


=-= (Ei, 一 El dx, -— Xe 


于 是 . 
Err, = >, 23 1 2 1, 
x 
E (E, — Ey, J E, — E, = 0, š 3 < L, 
故 
Ex, = EAE, — Ei), = 0, zi À < L. 
因此 


M 
Tx, = | id Ex, 
W— 


me M 
- I dEr, + Xx, 十 |， 1d Ease = L... 


这 说 明 4, 是 了 工 的 特征 值 ,而 且 所 取 的 x, 正 是 相应 的 特征 元 ， 即 
R(E — E, JC NCAJ — T), HUÍfE c € NOI — T) 时 ， 前 已 
UEH1C5.8) K , RT BL =, € R( E, 一 Ei, a). BR, 
NO, — T) = R(E: — Ea). 

Gi) 由 定理 4.4 可 得 。 

往 证 Gii) 的 充分 性 ， 根 据 定 理 5.4, ¿€ CT) Puth Eod 
的 (iD 与 Gi) 可 知 Ai, Ro, CTOUS (T), E ¿€ Q (T). 

最 后 , Gi) 的 必要 性 。 若 46 (T), BEE S4, ¿€ [m, 
M]. M 1.80 (T), H G) 可 知 E, 在 à, 处 连续 ，。 当 然 AQ 
2(T7， 再 根据 定 殖 5.4， 可 知 对 任意 的 满足 ¿< 过 的 实数 
11 sÀi, HA Ei, = Ers utt, 
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在 本 节 中 总 假定 到 是 具有 内 积 ("，) 的 复 的 Hilbert 空间 ， 
RLG 过 吕 是 卫 吾 到 五 上 的 有 界线 性 算 子 ,而 且 对 任 给 的 
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z,y€H, 都 有 
(Ux, Uy) = (x, y), 
RIR v 29€ €. 

在 第 二 章 S 1 中 ,我们 已 指出 过 , 欧 氏 空间 中 长 度 与 骨 度 同 认 
积 的 关系 ， 所 也 画 变换 避 既 保持 长 度 也 保持 前 底 不 变 ， 它 正 是 刚 
体 运 动 在 Hilbert 空间 上 的 推广 。 而 在 一 煞 西 变换 之 下 不 变 的 性 
质 的 研究 珊 可 看 作 是 欧 氏 几何 学 之 无 穷 维 空间 的 推广 ， 例 如 ， 西 
FETU JEH PAREREA PETAEN IE, BHATE] ECR 
EREJE US dE pk H BIT EZ. 

与 丁 算 子 密切 相关 的 是 下 人 州 概念 . 

定义 6.2 设 T: H>H 是 线性 算 子 ,如 果 对 任 给 的 x€H, 
都 有 

IT x! = Ill, 
WERT E AGB AC. 
| —$H61 ik 了: 7 一 H RAVBT,. WTIAQGUSUETUHBE 
仅 当 
(Tx,Ty) = (x,y), Vz.,y6€ H, 

证 充分 性 是 显然 的 。 至 于 必要 人 性， 由 极 化 恒等式 《第 二 章 

$ 1 中 定理 1.3), 对 任意 的 z,y€ H, 


(x,y) 一 n [ls + yË — liz — yt? 
+ ille + iyl— ilz — iyli 
分 别 以 Ts, Ty 替换 x,y d bSRXIG 
(Tz, Ty) — LülTG + DI — irc — P 
+ ;l|T (> + iy) TG — iy). 
现在 了 是 保 范 算 子 ,对 任何 Fe H, ITA = lil Ah ERRAT 


ak ni I 
CEL, Ty) — (1,3), Vx,y € H, 
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EE, 
Hit ” 保 范 算 子 了 是 西 算 子 必须 目 只 须 RCT) 一 H. 
命题 62 设 T € SF (H), 则 T JEE PS T M E IN 35 
T* = T 
证 设 T 是 丁 算 子 , 则 TT 既是 单 射 的 也 是 满 射 的 ,从 而 了 是 有 
界 可 逆 的 。 净 对 任 给 的 z, y € H, 
《zy y) = (Tx, Ty) = (T*Tx, y), 
因而 
T*T =f], 
以 T AREAN BE T* T, 
反之 , 若 r*— r, MJ T*T 一 上 上， 从 而 
(Tz=,Ty)= (T*Tz y) — (x,y), Vx,y € H, 
又 了 7 一 了 ， 表 了 明了 是 湛 射 的 。 因 此 了 是 西 算 子 。 证 毕 ， 
例 1 设 一 LX 一 00,c0)， 对 任意 给 定 的 实数 a, EN 
(Tx) — x(£-F a), M x = z(e) € L —c° ,00), 
显然 .车 rQ) eE L'C—00,00), N] rlt aje L'(—c0,00), E. 


Ire = [^ GH lar P Cde Ll, 


Ak T:L'(—00,00)— L'( —0, o0) ERRAT. 2AT EHH 
BU, PTI T E EE RT. 
通常 人 们 称 如 此 定义 的 TT 为 平移 算 子 ， 
例 2 设 互 是 复 可 分 Hilbert Hj, {es l=- 是 豆 的 正规 
正 变 基 . Æ U € B) 使 | 
Uz, = enn HUER n, 
则 称 如 为 双边 移 位 算 子 。 如 51, 4? 中 一 祥 可 以 证 明 
CU ee 一 2， 对 一 到 整数 n. 


于 是 . 
U*U = UU* =l], 
根据 命题 6.2, 上 是 西 算 子 。 
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š H, = Šp {en a= 0, L, 2, EU H, 是 如 的 不 变 + 
SH, ME U[H, 从 是 5 1, 4? 中 的 单 边 移 位 算 子 S. 

例 3 i [a, b] 是 实 轴 上 一 个 区 间 , oa 是 给 定 的 实数 ,考察 C 
La,5] 上 的 乘法 算 子 
(Tx) — e zÇ), M x= rlé L'[a, bl 


IT ~ [ Je O ld = f |xCO l dt 一 (lel, 


Á& TiLa, b]— L'[a. b] 是 保 范 算 子 ， 易 见 它 还 是 满 对 的。 所 
ELT SET. 

$94 i j€L(—o,00), 定义 了 的 Fourier 变换 7 为 

jG) lim zzl. EJee EdE, x €(—00,00), 
HIT HEU, SLR IR ist Sc de BEI RT IG SEE, $4, an ELSE Z 
的 Fourier 变换 fi> Ë 把 L'(—00,00) WET L'(—o0,00) 
上 ,而 且 对 任意 的 f € L'(—00,c0) 都 有 
ll = Ill. 
EE. # E X PE T U 25 
Uf — f, 当 f€ LX —00,c0), 

Wjyu ims. 

这 个 例子 表明 ,重要 的 Fourier 变换 正 是 从 L'C—90,00) 到 
ASERT., 

命题 6.3 HLK W 构成 一 个 群 。 

证 gj Te, $r U EB ， 则 由 命题 5.2，U* — U, 
以 市 l 

(U * = (U = (D "y", 
故 贝 命题 62, UER, EAk U,,U,e 2Z/ ， 由 命题 6.2， 
' (U,U,)* = UFUF = UU" = (U,J,y 1, 

所 以 UU, e Y. 总之， 是 个 群 。 证 毕 ， 
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如 同 群 论 -一 样 , 非常 前 要 的 是 ， 邵 用 群 €€ 中 的 一 个 元 VU 去 
变换 一 个 算 子 T. RA T — UTU, HEH, TASER 
都 为 T 所 保留 。 杀 此 ,可 以 通过 T ERAT. AREARE 
的 理论 中 充分 地 展示 出 来 一般 称 上 述 的 T 与 了 相互 本 等 f. 

例 5 设 T, Ue Z(H), URBAT, T — UTTU, 如果 
i, 是 工 的 特征 值 , 则 à, 也 是 T REE. 

Vk x > 0 [RE Trem ir, 2 y= Ux, R 

Ty = (U 'TUP5U x — UT e — LUI = Ay, 

例 6 iZ T,U < Z (H), U EW83K3, T = UTU, WAT 
是 自 伴 算 子 , 则 Z 也 是 自 位 算 子 。 

82 T* =T, 于 是 出 U* =U SW 

(P)* — (U^7TU)* — U*T*(U^7)* — U^"TU — f, 
AFER iesu RHÉSBPBÍESUEAZÓE. DU T Æ 
给 的 向 量 z€ H, WEE dpt, ZOPBJABBAROS 
a;— (xvi), £= 1,2,---, 
而 在 (e, 之 下 的 学 标 为 
b; = (xD, = ST ERA 
命题 64 x ZAHRA RE 


M= Disa i= 1.2... 
k=1 
其 中 D — Ga) RAER, URBES HEUS 
UU* = U*U =}, 
这 里 U* UG EL ESE BBS, 
证 设 


$; = > Mj QA, j713,2,:-4 
kmi 
这 里 
LI] T CPi TOP j |à = 1,2,***, 
Inti 
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< 
b; — (x, 而) 一 (=. >; ui) 
二 1 


> PER P - >: Hj. a. 
kwt kmi 
{EIE U 一 (4) 是 本 矩阵， 对 和 任意 的 自然 数 min, 
[pm - Chas $.) 


F L = 
= {D mpo 2 uapa) 
‘kl ki 


m > eH ug 


kei 


这 里 Sna B: Kronecker 常数 . 设 U* — (uf), di U* 是 UU 的 
HERRER, A 内 一 。 故 按 无 穷 逢 阵 乘 法 (参见 第 二 章 $ 4, 
3°) UU* 的 第 二 行 第 # 列 的 元 为 
(LU), kami >; Hm - > CM T aue 
BUD, UU" — I, 
i 


pi > vd, P7 1,2,-. "s 
t=] 


其 中 
(o; d) - (s, gi) ji. 
Jil 


8 . T (oL) 
一 (> LET > sata) 
im => Pak ak ™ 2: Wm 
如 前 
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(U*U Jus = >; H5 ME. m > Vui. 一 pn 
tet k= 


i U*U — I, EHP, 
W TESH), —EGEXTIE (eI. 5 {ah FOM 
TERA 
AKT pi pes B = (CTh dis 
可 以 证 明 
命题 6.5 ”存在 西 和 矩阵 全， 使 
B --U- WU. 
EARAIL], $ ILI 中 定理 3.1 的 证 明 。 
以 上 这 沽 个 命题 琢 示 向 量 在 不 同 基底 下 坐标 之 闻 与 算 - 了 在 不 
同 基底 下 第 阵 表 示 之 癌 的 关系 都 可 以 通过 本 第 阵 ( 或 丁 算 子 ) 表 达 
出 来 。 它 们 正 是 量子 力学 中 表象 理论 的 数学 概 活 和 解释 。 — 
命题 68 Tt SCH) 是 酉 算 于 当 且 仅 当 T* ENSF, 
证 ”根据 命题 6.2， 
TEBAT 
> T* = T 
s> (T*y* EM (TDF — (r*y 
<> T* 是 西 算 子 。 
证 毕 ， 
定理 81 设 Ue CH) REST. 
e(U)c (a € C:|2 = 11). 
AE 设 Jal 1， 则 对 任 给 的 x€ H, 
ICU — Del Z IU z|i — lax — zi — lae 
= (1 — [a Dll. 
HD U — 11 是 单 射 的 , 旦 R(U 一 11) EAR. 
由 命题 6.6, U* 也 是 西 算 子 、 因 此 ,Dr — à] — (U — iEY* 
也 是 单 射 的 ,根据 第 二 章 s 4 中 定理 42, 
R(U — 11) = N(U — 11)*)* — {0} — H, 
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e — _——— — — Y c 


故 避 一 4 是 有 界 可 逆 的 , 即 26 (U), 
由 定理 1.7，z 的 谱 半 径 rD sol = 1, WS M >I 
时 , 必 有 eaU), l 
总 之 ， 
oDUIC{i EC: |i] = 1}. 
we, | 
3363 ib 4c (H) FEIERT. , DU 
U — (4 + iX A — i)" 
称 为 4 的 Cayley de. 
定理 62 设 4€ Z(H) 是 自 伴 算 子 。 则 4 的 Cayley 变换 
U KS PT. 
证 iz 
JG — Gs + DGr — ry ~ < z < oo, 
则 了 是 实 加 上 的 连续 函数 ， 而 且 
Ko — GT DG D =e (G — DG + iy — KO. 
根据 自 伴 算 子 函数 讽 算 (定理 5.25, 
U = KA), 
而 且 
U* — KA) — [KAI ' — D ?. 
# U JEE AY. IEE. 
3 m 
1.3 s R. Hilberi Zs[ü] pr F Bib d Ara y CTS IK s 1 4°), R= 
R(MS) 表示 S 的 预 解 式 。 试 证 明 
IR,| = CA — 107. 34 [A] 1, 
2. 设 XX 是 Banach Zz[H], Ti T,e Z(X), H T,T, — TT, 加 果 Ae 
eC n OCT, Hj 
R(A,T,) — R(A,T,) = (T, — TORCA, T RCA T) 
这 个 等 式 称 为 第 三 预 解 公式 。 试 证 明之 ， 
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3.) X Benach 空间 ，T é (X), me€p(T), 4 m (a, T), IEH: 

G) 如 果 A. REC E ple — A) — t, W| neo XB 1e 
eCT), 

Ci) i neol), H m(« — à» — 1, MW 


RC 4) = + + J| ROST), 


4. X Banach 空间 (T Fil C E^ (Xy, Te (X), fT, — Th-6, 
m=, WIEN mE eel MWH s ZAAR, eol) E 
lim{ it — Ty" = (AJ — T)”, 


S.L XJE Banach 空间 ， Te 2(X), s RELEASE, A. 是 T" 的 特征 
dB. LERRA. ARA RHE THREE. 
6. 没 F 是 复 平 面 上 有 界 的 无 穷 闭 集 、{a.}?。， 是 Ff 的 一 个 可 数 称 密 于 
N.oCocuEXETTN l 
y= Tx: ye {æ} s = (EL), 
试 证 明 : 
G) TRI P 到 P 的 有 界线 性 算 于 。 
(i) 每 个 s， 和 都 是 了 的 特 延 值 ， 
(ir e(T) = F, 
Civ) FAC(a TL) = U,CT), 
7.ib XJ Banach SHl, Te (X), MM eLatT, in zea, H 
f ELR T), HÚ 2 € o(TI 44), 
8. 设 数列 (e. )z.. WE a,—0, =c. db "j! 中 定义 算 于 了 为 
pe Tio yea. z = {Ea}, 
HEH TEA r BBSUEUKCT. 


EU EEPETLECONCERITLSASO EN 
za AE di... W| REN. 

10. 设 不是 Banach Sj T e CX) EAF, € e LatT, 则 T|.£ 
也 是 € 上 的 紧 算 子 ， 

11.19 X E. Banach zz[H], ECX) A0, T = A Er Rj 

Ci) NKT) = 40) > R(T) = X, 

(ld) dimN(T) = 0 or dimN(CT') = 9, 


(ii) dimN(T) = dimN(T')< eos, 

12. 设 发 是 Banach i|], T é (X). PEIB SSSR s, m T" d 
紧 算 子 , 证 明 : 

G) nT 至 多 是 可 教案 。 

Gi) c,(T) 唯一 可 能 聚 点 是 0, 

13. 设 T 是 Banach 空间 XX 上 有 界线 性 算 子 ,上 且 TT? == T, RER: 如 果 
Tx0 1, NotT) = (0, 1), 

14. 设 P,,P, 是 Hilbert 空间 玉 上 可 交换 的 正 交 射影 。 则 

P AP, + P, — PP, 

4hJEi EF H P>P S P P, BINA EZHE 0. 使 QIPaQl»P, 
HJ Ql. 

15. 设 了 是 Hilbert 空间 石上 育 界线 性 算 子 * 且 TES, B 

[x e HiTx = x), = {xg HH:T*r = zx). 

16.8 P Hilbert 空间 上 及 上 非 零 正 变 射 影 , 王 明 [P] = 1. 

17 .证 明 ， 定 理 4.5 rh, (—c00,m) CoC 4), m € 2( 45. 

18.133 (6.122, 是 可 分 Hilberr 空间 所 的 正规 正 交 基 ，TE Z (H), # 
HENARE mos, EAR 

(Teu eu) = (tas Tem )s 

Wi T RES PERY. 

19.12 HJ Hilbert Zj, TW € S'(H), fj TEEB, 则 W*THW 
fe ES ER. 

10.0: Hj& Hilbert 空间 ， T e€ (H) 是 自 伴 算 了 于 ， 试 证 明 : T0 当 
EO aC) c [0,00), 

DLGRHQE Hilbert is], Te CH) RERET, B To, REN: 
对 性 给 的 z< H, Tr 0 当 且 仅 当 (Tz, s) = 0, | 

22. 设 (P.);.,. 是 Hilbert zs[nu]r FBJATEOWCPIED EX]. PaP, QE 
HH: PRE H ESE jJ. P. 都 是 正 交 射 影 , 则 ? 亦 是 正 交 射影. 

23. 设 是 无 穷 维 的 Hilber 空间 。 Te CH)。 吉 果 了 是 下 方 有 有 界 的 ， 
则 了 必 不 是 紧 算 子 ， 

24. 设 五 是 Bilbert 空间 ;TE SCH) PAER F nR T*T = TT*, 
AIA: HERAT TAA 
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G) [mi = (Ul, 

CH) (P) = ITL 

Gi) # 2 与 只 是 了 之 互 异 的 特征 慎 ，**? 分 别 是 了 相应 于 A» 的 特 
US ODER y S 

C) Bn T xS e SB. MA HI AEREE (o LU (62)... 5 
使 

(0) Apa = ip ALD, BS BEJ, 

Apa = 04 2 aef, 


这 里 了 是 有 限 的 或 可 数 集 。 若 ] 是 可 数 的 , 则 ima, 一 o, 
OD 对 任 给 的 2 < H, ARA 
Ap = >; A.P pas 


LES 


ix HUE S UC: Mec e 0k BU. 

25. 设 了 了 是 Hilbert SHE EBAT, (E::—00A«o00) 是 了 的 潜 
E. 证明， 的 信 域 的 闭 包 是 U 一 E, + E], 

26. 设 五 是 Hilbert 空间 ， T.U € (H). Ud UA. g T = UTU, 
试 证 明 : 

G ifi = Il， 

Gi) olf) 一 CCT)。 ~ 

27. 设 本 是 Hilbert SA], T,U € (H), TRAPAT. U EET, 
T = UTU, RIE, ERAR Borel 函数 F, 都 有 

KT) = U7f(CT)U, 

这 里 7). KT) 分 别 表示 T STESSO. 

28.0] H Hilbert 空间 ，U € Z(H) EENT. WEM: 

G) 如 果 P e Z (H) REZNE- M UPU 也 是 正 交 射 影 . 

QD 如 果 TE CH) 是 正规 算 了 于 > 则 UTU qh F SUK T. 

fiiiy 如 果 4€ XOT) 基 正 算 子 * 则 UT AU WEERT. 

29. 设 3 是 Hiibert ZA 上 的 单 边 秘 位 算 子 ， 


Sidas Sma misis TES L PEPEE EE ose, 


求证 5 不 能 表 成 
. 255% 


S = UP, 
这 里 口 是 丁 算 子 , 是正 算 子 。 
30.1] 573588 Op ERE RE ERA Hilbert 空间 上 一 
个 界线 性 算 子 4 的 短 阵 表达 式 * 而 且 4 述 是 画 算 子 . 
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Sh ”广义 函数 论 大 章 
8| w o 


MIR SX. E L'O > 1) 的 对 偶 空 间 的 研究 中 ,我们 
ELE BU PROLES ER VETE PRU TED AAT; 
数值 函数 eL: 


< 一 线 攻 泛 丽 p) | Ju) Bla)dr, @ € L?, 
lil. 
其 中 P + 7 l. 


下 面 我 们 将 看 到 把 数 傅 函数 扩充 为 线 竹 泛 函 可 说 是 广义 函数 论 的 
一 个 基本 思想 。 

在 近 民 微分 方程 理论 中 ， 人 们 为 着 要 把 微分 学 扩充 到 比 可 微 
函数 广 得 多 的 对 象 上 去 ，、 而 想到 对 实数 轴 R 上 连续 可 微 的 汞 数 
4G) 与 eG) (p(x) WER supp p = Tx: eG 9 01. 是 有 界 
的 ) ,由 分 部 积分 法 有 


+= + 
F Fay (dz 一 一 Í Jy p dr. 


从 而 把 对 fO) 的 求 导 转 化 到 p 上 去 。 这 生发 人 们 选取 适当 
的 函数 空间 天 《比如 具有 紧 的 支 尝 的 无 穷 次 可 微 函 数 的 空间 )》， 可 
以 定 六 函数 空间 六 上 的 谤 函 丰 的 广义 导数 为 
p€Kt— F, p AEF h 
其 中 gp 一 9x) 是 p) 的 导数 ，F 的 广义 导数 也 记 作 DF. 
这 比 之 经 典 的 导数 要 广泛 得 多 。 例 如 ,对 性 何在 R 上 局 部 可 积 的 
函数 f( 即 在 R 的 任何 有 限 区 阔 上 都 Lebesgue PREE, T 
当然 可 以 是 不 连续 的 ,但 是 由 
. Z57 < 


F(g)- 人 fo (dz, p€ K, 
定义 的 泛 函 三 的 广义 导数 却 是 存在 的 ,并 且 
DF = Lpa fp)dr, peK. 


远 在 Poincaré E fb Ee DL XCIMABEGE CUT I FERUSEME 
《参见 [24], P.221). 


L= $, D'C, eD, 


LELT E-i] 


这 里 s, 都 是 重 指标 ,如 s- 《sir 


D'E — — Š fy t 
Or" 


Oxf 
| 一 [Eeste s) a+: E sas 
SAU Cal) 在 R^ 的 某 个 有 界 区 域 G 上 属于 C". 
25 18 5 fà 
(0.1) Lu = f. 
其 中 ftx) 是 巨 知 的 各 上 的 局 部 平方 可 积 的 函数 。 一 个 在 @ 上 局 
部 平方 可 积 的 务 数 wtx) 称 为 方程 (0.1) 的 蚤 解 , 如 果 对 任何 pE 
CG), WA 
Ga L*y) 7 Cho), 
这 里 
L'— 2; CDDC, OD, 
(j, z) 表示 F, g€ LOG) HAM.. 
上 面 从 数值 函数 扩充 到 线性 旗 函 的 想法 也 适用 于 Fourier Æ 
换 的 理论 。 在 经 典 理论 中 ， 有 所 请 Parseval. 关系， RT f» z€ 
Li(—900,00) 有 


(0.2) 人 EO O OO 
这 里 f, ë 分 别 代 表 F, z 的 Fourier 变换 (参见 江 泽 坚 、 ETM 
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《 实 变 随 数论 ?》 第 二 版 ， 第 七 章 ， 54). 证 面 我 们 将 引进 基本 空间 
A(R")， 对 其 上 的 连续 线性 泛 函 T € S^" (R*, ERAO.) 式 ， 
自然 定 光 了 的 Fourier 变换 FCT) 为 
CECT), 9» &(T, do, o € S" (Ro), 
RARUA., M, AREE TEHE P ERA. 
82124]. P .P. 228—230, 这 一 工作 始 于 A. Weil (1940) 而 
完成 于 L. Schwartz (1950—1951), 


$1 基本 函数 空间 Z 上 的 广义 函数 及 其 导数 


设想 在 无 限 长 的 要 上 有 一 质量 分 布 ,内 舍 中 在 * = 05b, 
量 为 一 个 单位 。 设 密度 函数 为 560, E 
gC) = 0, Xp x == O, 


E 
[. ó(x)dr = 1, 


从 Riemann EE Lebesgue 站 分 论 来 看 ;这样 的 8(x) 是 不 可 理解 
的 。 如 果 还 要 求 能 对 600 进行 多 次 求 导 ， 那 就 更 不 好 办 了 。 但 
是 如 此 的 so 在 工程 中 却 是 常见 的 ， 议 如 在 无 线 电工 程 中 常 考 
察 的 所 谓 脉 冲 ， 它 在 极 短 时 间 内 爆发 出 一 个 单位 能 量 的 信号 ， 这 
一 物理 现象 的 描述 实 与 上 述 的 质量 分 布 类 似 ， 一 此 工程 蔬 上 就 用 
8(x) 来 表达 ， 

为 了 解 像 6kx) 这 样 的 函数 ,如 引言 所 说 , 先 要 选取 适当 的 函 
数 空间 。 

定义 4.1 基本 函数 空间 D) 4 og 是 一 <x < oo Lx 
穷 次 可 微 且 在 某 有 限 区 间 外 为 零 的 函数 全 体 、 按 着 通常 的 通 数 加 
法 和 数 莱 ,成 为 线性 空间 。 在 其 中 定义 极限 概念 如 下 ， 

Ü (e. C, pE, A 

(1) 存在 有 限 区 间 Da, 51, XR supp(g,)C Ie, 1, s= 
1,2,*** 
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(2) RAAR q E nx Z ob k. lpn 8 
—S BU ECT pre). 

则 称 (e. 在 ££ 中 收效 于 p, MEI p, œ eT»). 

定 120(8 JEN c LB p, 一 (m 为 连续 
RUZRPEIZIE T ROS Æ AAR, (ido TCR) (或 TE 
D). l . 

m1 AR 上 局 部 可 积 函 数 都 是 22 广义 函数 . 

设 了 是 R 上 局 部 可 积 函 数 , 则 后 对 应 着 如 王 定 义 的 S 广义 
Et Tj: 
(1.1) ThS r f(x) (dz, = p€ =. 


H^, T, 的 线 社 是 显然 的 。 其 次 设 (o. m, et, 
fB e. — p2), MEÆARERKE [a,b], Gi 
supp(p,)C[a,5], n — 1.2," °, 
supp( p)C [a,5], 
R f 
max lp.) 一 eG] 770, 3 s, 
注意 f(x) 在 [a,b] EAR, TEH Lebesgue Hmi E RE 
IT, 9 一 “Ty, e»i 


r5 5 
- 3)p,GOdx 一 x)gp(x)dx 
ll IG p, GOd f IG) 04d. 


SOO pleide > 0, M n— o, 
说 明 T, 是 多 广义 函数 ， 
如 果 我 们 对 几乎 处 处 相等 的 局 部 可 积 函 数 不 加 区 别 、 看 作 同 
一 个 元 , 则 上 述 对 应 | 
[T€ PR) 
是 一 对 一 的 。 事 实 上 ,只 须 证 明 , 若 FO 是 局 部 可 积 函 数 ,使 
r jf) Gdx — 0, Vo 2, 
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| Hs) =Ü, at; 为 此 又 只 质证 明 , 对 任意 区 出 Li — 8,3, 
8)—C(—9o0, c0), MBA jx) = 0, ae T [xm — Š, m + 8]. 令 

sgnf(s), z€ [x  — ó, m t ó], 

fe) - n 在 别处 ， 
显然 有 了 E 工 KR7， 利 用 Weierstrass 定理 可 以 证 明 , 存 在 «p 中 
天 数列 (za. 使 AGO < 1, 7m 1,2, H 
lf, — awa 70, H s — eoo, 

AMBRE EHH Lebesgue KAEH (ZR TL [6]， 第 五 章 ， 
55), 有 


rat! x +Š 
[olas = |” r001G04 

Lai sat 
— (Fa 


— lim 人 ff 一 0 


Ék of) == 0, as 于 [z — 8,xz + 6]. 
总 之 ,每 个 局 部 可 积 函 数 接 (1.12 对 应 一 个 m! F XS. TG 
且 这 个 对 应 是 一 对 一 的 ， 从 这 个 意义 上 说 ， 每 个 局 部 可 积 函 数 都 
是 s 广义 函数 ,而 T, 直接 记 为 f. 
例 2 Diac 函数 BC») 是 = FP MASIY, 
定义 - 
(8,922 p(00, HÀ €. 
易 见 5 是 线性 的 ,而 且 当 gp, 一 p (2), RIE 
(PL0) — q(0)1 9, 8 sn— o, 
于 是 
(C8, Pa? — (2,99 
一 |g,Q0) 一 pO 一 0， 当 n — o6, 
可 见 # 是 D LYESRERTEISPA. TE (x) 是 Z 广义 函数 , 称 
为 Dirac 函数 。 
如 引言 所 说 到 的 ,可 如 下 定义 广义 函数 的 导数 
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Memes 


定义 1.3 设 Pe 27(R), 定义 
(1.2) (F,q)à—((F, p>, Š pt. 
这 里 e 一 eG 是 9 一 p(x) 的 导数 ，F” 有 时 也 记 为 DF, 
称 为 了 的 导数 
e £ XU RISE, HERNEN MI 外 恒 为 0. f 
外 ”也 是 无 穷 次 可 微 的 , 且 在 某 个 有 限 区 间 外 恒 为 0， 即 o é 2. 
从 而 《P ,9 有 音义， 显然 如 此 定义 的 F' 是 2 FPZ PR, 
WR Qo, — p(22), H| e. 的 各 阶 寻 数 分 别 一 致 地 收 敏 到 中 的 
各 阶 导数 ,于 是 q. — 920. kb FAEERE F' 也 是 连 
续 的 , 即 F'e D'R). 
B3 《5 9) 一 一 站 0 Vo € 2. 
由 广义 少数 的 导数 定义 及 例 ? 可 知 ,对 任意 的 €, 
(8 sp) — —48,9? — —9'(0). 
£44 JE Heaviside HZ 
0, M r0, 
HG 一 t Mp x > 0, 
5j H'- 5, 
显然 HOO 是 R ARIRE., MAL HEZK 
数 ， 按 广义 国 数 导 数 定义 ,对 任 给 的 p€ 2, 
QT, p) = —<H, g” 
= — r H(w)g'(x)dzr = 一 r o dx 


= pli) = (5,95. 
故 H' = a, 
定理 11 od Fed Gu rBQAEBNSA DF 都 存在 ,而 
H D*F € z'(R). mE 
证 从 广义 函数 导数 定义 下 的 注解 可 知 , 若 Fe 2U(R), HI 
DF — F 存在 , 且 DRE BR)。 从 而 ,由 数学 归纳 法 ,对 任意 自 
TR p,F 的 了 阶 导 数 DIE 存在 , 且 D'F € CR) IEE, 
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定理 1.2 i (F T.C 2 (R), F € p (R), ME 
Em P.C) — Flep) Vot 2. 


WAEA e, 
im (DIF. Xp) 一 (D*F)(p), Vg € Z, 


证 当 € 2, HEMBRA 6.62. KAPAO) 


式 可 得 

LDF, p) = DPF, p), 9€ D. 
Bn 

(D*F)(q) = (LIPP P), € D, 
TE 

lim D'P Xp) — lim — DF Cof?) 
—(—IPF(p?) — (DF). 

irm. - 


最 后 ,我 们 应 该 措 出 ,在 前 述 基 本 空间 ge 的 定义 中 ,只 是 给 
H p, > p 2) 的 窒 义 ， 没 有 完整 地 给 出 g Lt. XE 
理论 的 进一步 发 展 上 是 不 方便 的 。 为 此 许多 书 的 作者 都 要 稍 费 事 
地 定义 Æ 上 的 拓扑 为 Pr 空间 的 归纳 极限 ,这 时 天 是 R 的 紧 
FE, g. 一 (o EC"(R):suppp 呈 Ky， 可 以 证 明 , 按 前 述 p. 
瑟 (B)】 为 连续 的 线性 放荡 也 是 按 2 上 拓扑 为 连续 的 线性 泛 
g. CÓ [371,8 6.3—8 6.5) 

利用 2 上 的 拓扑 可 有 

定理 13 j (F.A C P (R), MAH o € 22 m 
lim (P,, p> 总 存在 , 则 有 F € 22 (R), (8 


limCP,, p> -— Pp». Vot, 


证 明 可 参见 [37],$ 6.17, ix IE REESE T EGE EB 42538 ER 
定义 的 拓扑 , 才 得 以 将 问题 转化 为 Fréchet 空间 4, 上 的 一 致 有 
O FRE, 
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一 


从 前 面 三 个 定理 足见 广义 函数 的 求 导 是 十 分 灵活 的 。 这 比 之 
数学 分 析 上 项 数 的 可 微 竹 和 状 数 级 数 的 逐 项 微分 定理 ， 真 是 惊人 
的 大 解放 。 


$2 基本 函数 空间 s” EA SL BET 
及 其 Fourier 变换 


1? Fourier 变换 在 许多 领域 [( 数 学、 物理 与 工程 技术 》 中 都 
是 很 重要 的 工具 ,但 是 它 的 经 与 理论 却 有 不 少 缺 陷 。 第 一 , 它 所 能 
施用 上 去 的 函数 要 受到 很 多 限制 《一般 只 是 L' 与 L' 的 理论 比 
较 完 整 ， 后 来 人 们 费 了 很 大 的 劲 研 究 Li < p < 2) 上 的 
Fourier JHA, EF P > 2 的 情况 ,虽然 经 过 S. Bochner 与 
N. Wiener 作出 重要 的 贡献 ,但 仍 远 不 能 信人 满意 )。 第 二 。 它 在 
运算 上 极 不 灵活 , 在 视 Fourier 变换 为 算 了 于 时， 甚至 其 值 域 也 是 
很 不 清楚 的 。 那 么 如 何 解 决 这 些 间 题 呢 ? 出 路 仍 在 于 扩充 函数 的 
概念 。 正 像 历 史上 板 限 燃 念 的 发 展 和 确立 ， 必 须 把 有 理 数 域 扩 充 
到 实数 域 一 样 . (参见 [51, 第 四 章 》 

2° 基本 空间 > f 

”回忆 第 一 章 $8 的 例 3 中 急 减 函数 空间 S" (R7), 

定义 21 设 o0) 是 Re 上 无 穷 次 可 微 的 函数 ， 而 且 对 尾 
何 重 指标 o = Ka...) 及 Ph. 
(2.12 lil... AAC) — sup|z*9^ (x) | < oo, 
这 里 x“ xh] 则 称 oO AARAM, E pe (RD, 
SRY 有 时 简 记 为 S. | 

在 S” 中 规定 如 让 的 极限 概念 ， # (o. Cs, E 

G) 对 任 给 的 重 指标 < 和 P, 

supll p. l..., < e, 

GD 对 任 给 的 上 和 p, WA darp) 在 R E—E 

地 趋 于 零 , 当 s>, 
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Lluki A: 


z 


别称 {ps} 在 £7 中 收 魏 到 0。 记 作 q.— (S. 

注意 对 o € 对 ， 由 (2.1) 可 直接 得 出 : Sp r — oki, pl 
0 ta EURO E Zr FERT 1/p(s) 都 块 ,这 里 p(x) 是 任何 多 项 式 ,所 
DLARTRIOU 232509. JER, SA 中 的 函数 是 无 穷 次 可 徽 的 ,所 
以 是 很 光 洒 的 ， 显 然 这 样 的 函数 类 比较 狭 定 。 为 什么 要 考 虚 如 此 
messa ndo 一 个 项 因 在 于 所 性感 的 空间 越 小 。 定 义 于 其 
上 的 连续 泛 函 的 范围 就 越 大 。 如 果 抬 广义 函数 定义 成 基本 空间 
FR") EE g,— 0(97) HERRE, PA WO — 1, 
x, dios 等 都 属于 此 类 广义 函数 了 ， 下 面 我 们 将 详细 地 说 明 这 一 
m. 

3° gr 广义 函数 

S/(R*) 上 的 按 p, — 097) 为 连续 的 线性 泛 函 TT, 做 er 
广义 函数 , 记 作 T € S" (Rn). 

一 般 称 S (R) 上 由 半 范 数 族 Oe[,: 所 定义 的 拓扑 为 9" 
上 的 拓扑 ,在 第 一 章 $ 8 DJ 3 中 我 们 巴 经 证 明 , 按 这 个 拓扑 SA CRT) 
是 空间 ， 在 第 三 章 $ 8，22 中 我 们 进一步 指出 它 是 Frechet 空 
间 。 现 在 容易 看 出 ,2 广义 函数 正 是 按 SZ 上 的 拓扑 为 连续 的 线 
性 泛 函 . 

定义 2.2 # fGO 在 R* 上 连续 ， 且 有 正 整 数 和 及 常数 
C > 0, 使 
(2.2) [FC | = CG + lx, Vz € R°, 


这 里 x 一 D2! sË, MA £0 2028588 8. 
9-1 


显然 ,这 类 函数 的 范围 较为 广泛 ， 诸如 常数 ， x, sint, BE 
Vr dE BE ir ka SE ERARAS ER er EE UR, Mma PEUX 
在 经 典 理论 中 却 不 可 能 有 Fourier 变换 : 
定理 2.1 FARHAN ftw) *B WR E — + S7 Po X RR 
数 。 
W 对 每 个 pE, EN 
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YS I. f(z) pda. 


因 eG WE CL, fO) Wu (2.2), Sons dE. P 见 
(fg) Je SZ LH MET. 
r5 9, *0(97), 由 极限 定义 ， 对 任 给 的 正 整数 k, O+ 


lz) 可 展开 成 Ses, BE oe 是 常数 ，w ps nume) 


EHEH, x“ 一 rinor, WARA M 20, 使 

f (2.3) (1 T |< o^ ! PREDI =< Mo 对 一 切 P, 

E ip) kn 在 R’ -REET A GO BARAA, H 
(2.2), 


Kf» oi = | f(z) p. (x) dz 


< b HOLROI 


+Í 
pT 
对 任 给 es >o, ARAD KA A 与 +， 使 上 式 右 端 第 二 项 小 于 
sf2， 然 后 ,对 这 固定 的 r, HRA 
lim frana IE e. GO dz — t. 
EE. 《jy 让 一 0， 3 > —= co, W hD É$ SUD AR. uE 
Hg, f 
Dii # f€éres(Rayp > 15, Wi 
DA | I pd YB oc rR, 


n AR5 B 


CM G + ad) tt de, 


If, 更 ?| = fieles 
这 里 ++ 1, HM p21; gm oo, HM pel, 
E q.— 0(57), XE 1<q < so (q — oo 证 明 是 类 似 的 ), 注 意 
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les 7 m" * js Luo 

对 任 给 的 上 > 0， 由 [2.3) 式 ， 选 取 充 分 大 的 r, JU Eoi 
项 小 于 e/2， 然 后 对 固定 的 +，, 上 式 右 端 第 一 项 自然 小 于 s/2, = 
» 充分 大 时 ， 于 是 lole 下 90; 从 而 《<f, p 一 0。 这 说 明 iy? 
是 S” DU XP. 

总 之 ,每 个 PELAR N LTD 都 确定 一 个 S 广义 函数 。 

4° EAA Fourier 变换 c 

设 fOD = fCr tter) E LCR), SES f(x) 的 Fourier 4E 
换 为 | | 
(2.4) FCG) — |. fGye7 tds, ¿€ Re. 


IK K LI F Es Fay ss 
£x...) 
i- CATERER P 
xü = xÉ, + --- a. A 
dx = dx,-` ` *dx,. 


可 以 证 明 , 对 于 FESR, W (D) 一 FODGD WT BOB 


(2.5) FOD) = — Gs e aGetnat. 


我 们 只 对 s = 3 的 情况 给 出 证 上 明 。 对 于 一 般 情况 证 明 世 是 类 
似 的 。 设 f) € Se(R°), id 


hG n0) -— | fÉ xix. ze Und, 


我 们 知道 ， 对 一 元 函数 eG. 当 pr), eG. s, emi) € 
L(—0o,00) 时 ,关于 Fourier 变换 与 求 导 之 闻 有 关系 式 

F pE) — GUF CP), 对 Rm 
" 


ich fax) = 人 (2) Ferrie pe idre. 
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可 见 faxa x) € SCR). iH Dini 定理 (参见 LE AAE 
《数学 分 析 专 门 教程 ?，365 一 3658 DD 


fem s) m 1 | fenis). 

同样 设 
六 (一 r fi s n xe Pod, 
则 如 前 也 有 Aloton) € SAU), EB Dini 定理 
fx) m {FE me mide 


于 是 | 
Kiss) m L| emen e LÒ nissan. 


再 设 
js m | fo Gone tda, 

则 如 前 又 有 fno) € SA (QU), Hi Dini 定理 
hoton) 一 于] Css Oe ted. 


从 而 
Í(x isxa 2.) 一 ip B cd "> iU elit, 
D Genio, 
2w 
_ d. = imt, - inu, 
(2.65 (xF j. e di, j. e «i 


* N fi. Cz Cei dt, 


根据 Fubini FE £ 1 BU "TUA (GU XRERUD TE HO 4DRE XL 
BS f BS Fourier 变换 可 表 为 
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PROD | tas | etras, 


` r Ftit Je "idis, 
从 四 sos， ft 06:2) 及 LG, b. 6) 的 表达 式 , 我 们 得 
5l. _ _ 
BG, S: £.) 一 | e Inlids, | ed 
[Fasze tds, = POG). 
1 g" F(f5, Bi) aot) - hO tas 6), 从 C2.6) 有 
F'"(g)) — iG) 


e y Í ed ts í edt, 
= 一 到 E 
T Gus tempat, 
- => N iDetar. 
总 之 , 反 演 公式 (2.5) 成 立 。 
对 于 多 元 共 数 的 Fourier H, REANA WH, 而 且 透 
当 衰 减 , 特 别 对 ; € s7(RT) 有 
8 H0 Lir, 
r (25 1) o iu. 
(2.7) FCO F) = pale F(f), 
— į r- - EA 
F (—ix;Í) ^ 9 FC). 
F((—i)"a^f) — 0*F(P, 
这 里 a (m, m.) 是 重 指标 ,而 
x° = xD. xE", 
ce t-t, 
a“ _ 站 cf oa 


Oxh-.-.D0x$ 
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我 们 不 妨 候 定 i 一 s, EUEBIL C2.7) 第 一 式 , 首先 , MA W 
fubini 定理 ， 


F GE nao- " (t ) etde 


T | e iti dx)" ° | 2i (xti Xe l itatadx;, 
— 一 oo (FX. 


利用 分 部 积分 , 注意 € SP'(R=> ReAogkwWndg 
r(2 eo | eas 
| | |- Í. fn, ttum) PUMP 
= it, r. ¿Cindai e ° 
í fnt. de "ud, 


-—di.FCOPXD. 


dk (2.7) 第 一 式 成 立 ， 至 于 第 二 式 可 以 通过 反复 使 用 第 一 式 而 得 
$i. 
对 (2.7) 第 三 式 , 从 


EXE) = [eridar eid 


(fm Je ende, 
在 积分 号 下 求 导 , 则 
[& so] © = f K ua 


P fin, ui , x Je "I adz,, 


因为 f€ S70R*)， 故 上 式 右 端 关于 是 一 致 收 敏 的， 因而 在 积分 
号 下 求 导 是 可 行 的 。 又 根据 Pubini EA, EAH R 
FC—is;f X4). 
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FR VÀ, 


oz FQ) = Fish). 


至 于 (2.7) 第 四 式 , 通 过 反复 利用 第 三 式 即 可 得 到 
引 理 2.1 Æ fe Se(Rs), M] F(f)€ S#(R"). 
证 由 (2.7), 对 任意 重 指标 < 及 p, A 
j. O° [xtf (4) Je" dx 
一 FCO Farf] NE) = i" E^ FCL FNT) 
-— i"P*(—iy "a*r(fXxo) 
= jangar P GY. 
由 于 OEE ER 7， 改 对 任 孝 正 整数 às, 
G + delP) ona F C221 
在 R* LAR. 选取 常数 C, du 


— l 太一 
far arep ^ 7 
则 有 
IORN) 
<f LaTi ds 
-— Ld PATi x 
(2.8) fe irig C+ elt antt Goo Ms 


= Csup [C1 + lisi 1 o7Cx* f£ G2 3. 


可 见 FO) 满足 条 件 (2.1), RE (2.7) 第 四 式 的 证 明 中 已 经 知道 
FC) 在 Re 上 无穷 次 可 微 , 故 F(P) € S" (Rr), WE. 

这 个 引 理 显示 出 <“ 空间 的 基本 特点 ,表明 97 是 对 Fourier 
变换 最 合适 的 基本 空间 。 些 外, 由 反 演 公式 的 对 称 性 , 引 理 的 推 证 
对 道 变 换 也 一 禅 成立 。 即 有 

91288 22. # ESR), Mj F'(e) € £" (RP), 

定理 2.2 变换 g 一 FU EE FRY ASR 的 拓扑 
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线性 同 构 。 

证 d f,— 0097, FH (23) 以 及 引 理 2.1 证 明 中 关于 
O EOF 的 积分 表达 式 容 易 证 出 FC) 0097), X 3 HH 
F(f) EM 9^ 到 9^ 的 连续 变换 ,关于 了 的 线性 是 显然 的 。 

由 反 演 公 式 , 道 变换 POR) 与 变换 FO) 的 形式 相似 ， 如 
前 可 证 ，R-K8)》 也 是 从 S“ 到 s^ 的 连续 线性 变换 ， 又 

F(F`(g)) => g. 
总 之 ， | 
FLS R") 一 s" (R^). 

且 正 是 一 对 一 的 组 性 变换 ， 证 毕 。 

5° g JM ERS Fourier 变换 . f 

对 于 figé L'—00,00), 由 Parseval 其 系 (参见 江 泽 叹 、 吴 
智 泉 k 实 变 函 数论 ?第 二 版 ,第 七 章 , $s 4), 有 

人 KoeCoi = |. G04G029, 
即 
J, y G.D. 

这 里 /,2 分 别 表示 fg 的 Fourier 变换 ， 这 便 提示 我 们 引进 下 
面 概念 ， | 

EN 2.3 对 T€ S (Rs), EK Fourier H FCT) sg S 2 

COT ),92 2T ,F(g)), 5 pE FR. 

注意 ,由 定理 ?2.2， 上 式 右 端 是 S#(R") 上 的 技 e,— 0(97) 
为 连续 的 线性 泛 函 ,因此 它 确定 一 个 S” 广义 函数 。 即 FCT) 是 . 
从 R 到 S#'(R=) 的 变换 。 

ik f(x) ELR), M) FCO 的 经 典 Fourier 变换 为 


Ku 一 f. f Ge ds, 
根据 例 1，f Cx》 所 确定 的 S^ 广义 函数 为 
Trp) | fCOoQOds, Š ç € G), 
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显然 ， | 
(GT), 9) — CT, FC o) 


- |. fGOFCGGMs 
- " i) |. plte ddr 
— | , wear [feet 


一 | oO, pe s (Qo. 


故 FCT) WE f AD Fourier 变换 } 确 定 的 9^ 广义 函数 ， 这 
表明 S7 广义 函数 的 Fourier 变换 是 经 典 Fourier 变换 的 推 
r. 
前 面 已 经 指出 ,任何 缓 增 函 数 f 都 确定 一 个 9 广义 函数 
TCp) 一 人 fas, 当 e € (RO. 


从 面 有 相应 于 fOO 的 广义 的 Fourier 变换 。 记 以 ,现在 的 理论 
比 之 经 典 理 论 的 适用 范围 宽广 饮 了 . 
例 2 FeZ) — 2z8(Ç — a), 
这 里 ,对 a€ R, s 一 a) 是 如 下 定义 的 S“ 广义 函数 : 
Cal — oP) 全 pt 3 pe S" CIO, 
因为 对 任意 的 p ER), 
(Fe), p) m Ce, F( 0) 
- Í. e*$(sodx 一 2rpCa) 


Flies X0) = 2ra — a), 
(3 F(1)=— 2x6, 
因为 对 任意 的 p € 9" (R), 
. 2731. 


LECL). p) — CL FO» | 
一 " (xz) dx = [. e ede 


一 2xp(0) — 22(8,9)5. 


F(1) — 2x8, 
定义 2.4 对 T € S(R"”), 定义 PAT) X 
LECT) peT, F (9), 35 p € 9"(R*), 

由 定理 2.2， 上 式 右 端 是 SZ EIR p, —0(S7) AERAR 
HEZE NHE F(T) 是 S PESE. 

显然 

(FCFCT)D pò = <FCT), F p 
= (T ,RPR Kp)) 
-Tp), p € SCR"), 
iz E 
(FF (7), g2 = (07,92, € V (R2, 

这 就 得 到 极 整 齐 的 反 演 公式 。 I 

定理 2.3 F'(F(T)-T 
F(F'(T)-T 

定理 2.4 P(T) 是 变 FRY 为 FRO 的 拓扑 线性 司 
t. 

这 里 SRY 上 的 拓扑 理解 为 £7 (R°) fg Frechet 空间 
SRY 的 对 偶 空间 的 弱 * 拓 扑 、 即 T,— 0(97) 指 的 是 对 任 给 
HJ oe ESR”), 

(T'p>—= 0, 3 vr co, 
-证 由 F(T) fl FOT) 的 定义 和 定理 2.3, 可 见 F(T) E 
线性 同 构 。 若 工 , 一 (SY )， 即 对 任 给 的 p € 9" 9), 
Tm 70, X v co, 
因为 Fipe SQ, ik 
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(FCT Jp) — (T, FC 0, Ej v — 00, 
可 见 F(T,)—0(97). 所 以 FCT) 是 连续 的 。 同 样 可 以 证 明 
FOT) 也 是 连续 的 ,证 毕 ， 
例 4 F(snxY() = rila 1) — 8C5 Dl, 
因为 


i 


sin x eh — ets 
z: “ 
于 是 根据 定理 2.4 与 例 2 可 得 


F( sin zX C) 一 x (FCEE) 一 Fle NEY] 


一 s [2z5(; — 1) — 2x8Ct + 131 
1 


= ila + 1) — Ht — 1). 
定理 2.5 表明 SZ 广义 函数 的 Fourier 变换 的 运算 是 对 称 的 ， 
灵活 的 。 对 于 定理 2.4, 我 们 也 可 以 认为 它 是 天 理论 中 Planch- 
erel 定理 的 推广 ， 关 于 Plancherei 定理 及 其 证 明 可 参见 江 泽 坚 、 
吴 智 泉 € 实 变 函 数论 3 第 二 版 ,第 七 章 , 84. 
广 祥 函数 有 很 多 优点 ,在 外 十 具体 问题 时 ,时 常 状 察 由 通常 郴 
数 fO 生成 的 特 狐 的 广义 函数 


《fp》 一 | fo Gods, 


必须 南明 , 不 能 认为 广义 函数 的 Fourier 变换 可 以 完全 替代 经 典 
的 理论 , 它 只 是 从 一 个 方面 发 展 了 原来 的 理论 。 


= M 


1, WERS Dirac AR S(«) 不 是 R 上 局 部 可 积 函 数 ， 
32. 设 aR, $ 

0, M rga, 

1, 34 sme, 

uU) SUR Ys cR, 


no al 
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证 明 H, 一 da, 
3. 设 了 是 SOR) 广义 函数 ， 则 它 也 是 AR) JUAR, 
项 式 s 
FP(P0C0D3F)Cz) = 并 二 EC 有 (Cs 
FCPE} = pL —DJE CE), 
这 里 也 表示 求 导 , F CHOR Fourier 变换 、 试 证 明之 。 
4. 求 下 列 SR) 广义 函数 的 Fourier A Hh; 
(à) sis CH) cos, (iii) OD, 
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HEEF 


附录 d& db "xD 


X Xi 设 天 是 一 沾 非 空 集合 ,如 果 了 是 和 的 于 集 组 成 的 水 合 * 具 有 贡 
下 些 质 ; 

G) gs XET, ， 

(ñ) 了 了 中 任意 多 个 子 党 的 并 巢 还 在 7 中 ， 即 如 果 (A... CS, RI 
U eT. 


w 


Gi) F 中 有 限 个 手 党 的 交集 在 2 中 * 即 如 果 (4, ncs, ng 
N AET, 


则 称 7 X x ER9—^ 8th, Er 0X7» 为 拓扑 空间 .有 时 也 简称 X 2035 
填空 闻 ，3 中 的 于 集 称 为 X 的 开 巢 ,X 中 的 元 素 称 为 点 , 

@i i 《Xd>》 是 一 个 距离 空间 ， 令 了 是 大 中 全 体外 距离 定义 的 开 
集 ( 见 第 一 章 54) 组 成 的 集合 , 风 Z 满足 定义 1 的 所 有 条 件 * 故 T ÉE x E 
一 个 拔 扯 ， 称 为 由 下 高 z 所 诱导 的 拓扑 ， 乔 常 我 们 说 距离 空间 是 拓扑 空间 ， 
指 的 就 是 这 个 拓 打 空间 <X, =>, 

ERZ j X,9» 是 一 个 拓扑 空间 , 

G) H ze X, VOX 称 为 + 的 仔 城 ,如 打 存 在 OEF, E reoc, 

(i) PE FCX 称 为 闭 集 , 如 果 开 的 余 集 XXP ROTE, 

由 拓 盾 和 闭 集 的 定义 ， 根 据 取 余 集 与 交 和 并 运算 之 闻 的 关系 式 (C 岂 [#51， 
第 一 章 ， S 1); 容易 验证 ， 

定理 1 db X.7» 是 拓扑 空间 , 则 

G) g, X mnt. 

Gi) 性 意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 . 

(ii) ARAR RER. 

定义 3 设 <X， D ERIA, e) 表示 点 z€ X WJ2eik 369 
Sh. «0 的 一 个 子 集合 va) WO BEES. IRE Ue 
WCG), B V e€ (x), 使 了 CD 
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定理 2 设 X.95 Eih rO ERA <€ X 0948582508 

O) ER Verir), WA < e V, 

(2) E V i,V, 6e y (w), 必 有 Vies). 使 V. CV.nV,, f 

QD 如 果 Vera), diti Peri), 使 WcV, 且 任 给 y € W fr: 
Uecv(y», # UCF, 

证 CO 是 显然 的 . 

(2) ik Vi, Peyr) FEV’, V, ez, m EV GCF, z€ y, C 
V. DA reri DF CENA, pix NK EF, HJ NK egie), 从 
而 有 Viesr(a), E V, V. ñ V, 

(3) iZ FVew(z), MEE eF iteco, PIR V oen. 
于 是 有 Wey), 使 所 CV CV (£i y eW, » €V', ifj V JEJE, 所 
以 F exo) TREE Uer) $ Ucr er, 证 毕 . 

反之 ,我 们 有 

定理 3 设 X 是 一 个 非 空 集合 ; 如 果 对 任何 的 x< X. Hu x TES) 
IER YCs)、 满 是 定 理 2 的 条 件 (1) 一 C3)， 则 必 存 在 站 上 唯一 徇 拓扑 了， 
在 拓扑 空 闻 <X, 了 > 中 每 点 * nap dE M ET (Cx) 
这 个 拓扑 7 称 为 由 误 域 基 诱 导 的 拓扑 ， 

证 UAR x*€X， 记 R(x) = (UC X: 存在 Veo: E VC U), 
EX c 
m= (EC X: Ny € E, EERO) 

PEt EE ES, P ENE €, EXE, YreEDE, H EBE 
s W Ee) Mt hero), @ UcE, WAA Uero) 使 
U,CE, FEHR), 存在 UV er) 使 六 全 全 有 二 可 见 

ENE ea). i ENE, € @. 

令 了 表示 由 SG PERHERE M gaX eT, X. 了 wur 
意 元 的 并 党 还 是 s 中 元 的 并 。 因而 在 2 中 ， 为 证 多 hAIRE 了 
中 ,只 须 证 了 中 性 意 两 个 元 的 交 僻 在 中 。 设 UQV€7. 如 果 reUn 
V, A UF 都 是 2 中 元 的 并 ;应 有 要， V Eeg, reU CU, =€ V' C 
V. 由 前 证 z€ U [M € as, 因此 UnV-ui(Ww:wecs., WcUnV) ix 
表明 UnV es. mo 7 £EXE—'t. 

EEEIEE CX. #> ip, 每 点 * 的 全 体 邻 感 愉 是 wC Lag 
yi) BEA s Sr - 
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设 Uew WE Veyl 使 xevcu, $ 

B = QiyeX: 存在 W eor(y) 使 Ww cV). 
FE y € E', Ë W € (y)sfË WcV. iHi, fefe Woeo (y), BE WW, 
BHE EW 存在 U ESCs RB UW CY, SID, MWACCE, dk Ee 
(y). Big E e, m ERELTI z e EC p CU, BT U T: s Bg. 

EZ. BU E «MB. MFE Eeg, @Ë xe ECU, 根据 e 的 定 
X. E eqe(z), 即 有 Vew(x), 使 VCECU, i Ucae(x), 总 之 wla) 
EA = BJ 22 Eo 2, f 

BREN E-H 了 ,>9， 是 X 上 拓扑 ， 在 每 点 xe 和 as 都 以 yt*) 为 
PRE. ADR Ue, ER ze U, U 是 = 的 邻 域 ， 因 orn Ji z 895558 
EH Keyi, E cU, NS 0 y (Ui ey(s) B YoU}, 在 


=, 中 (z) 也 是 * 的 令 域 基 。 政 每 个 évQ) 亦 属 于 7Ó.. ME FPE 
=, 市 . 即 F cF, RRT LOER Was 总 之 31 =F, 证 毕 . 

这 个 定理 告诉 我 们 , 对 一 全 非 空 集 台 ， 可 以 通过 在 每 点 给 定 清 是 定理 2 
ire PECO- pda e W, iz S X cdd KEE 
JPE WEAR mike Banach m E ArH BERE E. 

WEN 4 设 yh 9,00 分 别 是 拓扑 J.A, Z, 在 点 6X 的 邻 域 
基 ， 如 果 任 给 Vie w (z), 有 Vera), dB V.CVu. 而 且 尾 给 Vi € 
Wir). 也 有 V, e% (z), 使 Vi CV, , VER wux) 与 yo Mg. 

根据 定理 2,3 K tir] EEUU WRA EEES X EBE PRI PIE tg 
Ar € XBISSi E HE. tX BN IEE. 

ES 设 《X:7> 基 拓 外 空间 ,如果 中 和 任意 两 个 不 同 的 点 都 有 不 相 
交 的 郭 域 , 称 瑟 为 Hausdorff 空间 . 

fi2 ERER <X,> 是 Hauadorff 空间 ], 

ËL tss EX, teyos 0 4 

U, = (z:23(xz.,r,.)< 6/3155 
(0 Us = (nd(syy) S< 6/3). 
则 Unts, 分 别 是 sy 的 部 域 : 昌 U, U, = @. 
i <X, 了 > 是 拓扑 空 闻 ， ECX, (4... 27. sni 
Ec U) 4， 


"tar 


š$; 《je 是 Ed)—TXBX. 如 时 w Cu, itu E. 
. 2/9 9 


Ec UJ 4., 
=a, 
Wi 14er, 称 为 {Aaheen BJ— T TF SE. 

Exa iX.» 是 托 扯 空间 ，5 己 X， 如 果 瑟 的 等 个 开 轿 盖 都 有 有 
HDO TNS SK 3 为 紧 集 ， 如 果 X 是 紧 僻 ， 称 硫 为 紧 空 间 ， 如 归 X 的 每 一 点 
都 有 紧 的 邻 域 , 称 不 为 局 部 紧 的 . 

iz < 区, 了 >、<7 ,gr> 都 是 拓扑 空间 X37 Rei. «X. AA 
f(x) HEAR V, FE =, BBR U, E UGY, WERF TE =, 处 
连续 。 如果 PE X DG AUN SER f 为 连续 映射 

定理 4 设 X, Y odi AY BRA MPE 

G) i RYETXBRERI, 

Gi) 对 Y 中 任意 开 集 0,70) E x rH Jr 38. 

Gi 对 了 中 性 意 闭 集 p, PCF) JS x pi 

(Ci) 5 Qi) 等 价 的 证 明 完 全 商 亿 于 第 一 章 $4 中 定理 4.i- GD) 与 
Gid 等 价 移 证 明 由 开 集 与 闭 华 互 为 余 集 得 到 , 

ERT B <X,F》 与 Que» MERHER MRR HAY 是 双 
射 的 ( 单 射 且 满 射 ), 而 且 天 WEER WE ERRE, HAREN 
(X,75 5 «Y,o» EREN. 

ik CX.» Eik Oo E x CERAR, IE > 


supp(j)@& (z € X:f(x)y 0] 


KA FHER. 
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说 胃 : Sk HL3 表示 第 三 章 第 三 节 , 余 类 挫 . 


— Sr ELSE (uniform boundedness principle) 
Zk Cbidual) 

TEHE (weakly lower semi-continuous) 
上 界 Cupper bound) 

F XA (generalized solution) 

子 空间 (sabspace) 

VERE (subcover) 


开 的 Copen) 

Fiki (open mapping) 
开 映 射 定理 (open mapping theorem) 
HH Copen set) 

开 覆 六 (open cover) 

ERE (nowhere dense) 
533b (iafinite dimensional) 
XAR (support) 

TREE (fixed point) 
不 变 子 空间 (invariant iubapace) 
内 点 《interior point) 

内 部 Cinterior) 

内 积 《inaef product) 

内 积 空间 (inner product space) 
分 商 (weparste) 

分 离 点 【aepareate points) 
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I11.3 
TI1.4 


111.7 c 


11.4 


AAB EE (biside ideal) 
RAPRA T (bilateral shift operator) 
MAPED (bilinear functional) 


五 E 


可 分 的 (separable) 

TEX (orthogonal) 

JEZZ+F Corthogonal complement) 

正 交 射影 (Corihogonal projection) 
EMEA (orthonormal basia) 
EMERI (orthonormal set) 

EMA F (normal operator) 

EWF (positive operator) 

本 质 上 确 界 Cersential least upper bound) 


本 质 有 界 可 测 范 数 (essentially bounded measurabie function) 
EEA Aa MNAE (space of essentially bounded measurable 


functions) 
ZEFES (left ideal) 
A4 (rigbi ideal) 
PAE WI] (paralleiogram law) 
平移 算 子 (translation operator) 
平衡 的 【balanced1 
DES (covex) 
代数 互补 的 (algebraic complementary} 
伐 数 社 (algebraic complement) 
yt (swemi-norm) 
加 法 (addition) 
对 谣 屿 方法 (diagonal method) 
对 侦 空 间 (dual space) 


EN 
7* 


HNE (coniugate bilinear functional} 
Hi (conjugate isomorph) 
AMA] Ceonlugate space) 


IV.3 
IV.6 
H.3 


I.4 

n. 

n.a 

IV.4 

1.2 

IL. 1 

TV. 习题 
IV.4 


我 柜 线性 的 (coningate linear) ` IL3 


JERSE (resonance theorem) HI.3 
HB (ordered set) 1.1 
AIRRA P (finite rank operator) ` E 
有 限 维 的 (finie dimensional) V2 
"ER (bounded) 1 习 期 1.7 
GATA (bounded invertible) , L.? 
有 界 由 件 算 子 谱 分 解 定理 〈《spectftal decomposition theorem for 

bounded selfadioint operator) TV.S 
有 界 序列 空间 (space of bounded sequences) - 1.3 
Tu (have an inverse) 1.7 
IEA (contraction) L9 
Esita ME (contraction mapping principle) 1.9 
AEGI (sequentially compact) 1.6 
AH (homeomorphism) 附录 
HRH Chomeomorphic) E HR 
同等 连续 的 (euuicontinuons) . DOC Lá 
SIKU (abuorbing) lL.2 
收效 序列 空间 (space of convergent sequences) : i3 
BRZM (reflexive space) IH.4 
BEidkSuEE (irelf-coningacy) 11.3 
HIHA T (seliconmgate operator) I.4 
El DEC $S Creli-teaucntially compact aet) L6 
自 伴 算 子 《seltadjioint operator) TV.4 
FUE (vector) L2 
向 量 空间 (vector space) 1.2 
全 连续 算 于 Coompletely continuous operator) IV.3 
HAWE (closed graph theorem) n.3 
BH) (elosed) : La 
ERE (closed range theorem) I.6 
HÆ (closed set) WR 
佬 算 子 Cclosed operator) JI. 3 
导数 (derivative) V. 
£T ZB (redosed subspace) TV.z 
Er (order) . L" 
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PM EE (unirary equivalent) 

HAT {unitary operator) 

WAJE (maximal element) 

极 北 恒等式 (polarization identity) 

BEBE RA (cluster point) 

FP#RER0SBS (strictly covex) 

两 择 一 定理 Calternative theorem) 

JSE EMIT (nuasinilpotent operator} 

HA (continuous) 

连续 函数 (continuons funcción) 

EAA] (space of continuous functiont) 
连续 上 里 射 (continuous mapping) 

连续 谱 (continuous spectrum) 

伴随 算 子 《adioiat operator) 

$i (neighborhood) : L4, 


1.6 
IV.6 

I.1 
LURS 

1.4 
III .7 
EV,3 


dV.a 


[.4 
1.4 
[1.5 


“附录 


IV.L 
H.4 
附录 


Mi (base tor neighborhoods) 附录 
近似 点 谱 (approximate poiat spectrum) IV.4 
良 序 的 《well ardered) L.I 
良 序 定理 (well ordering theorem} . L1 
序列 (Pj. x SSUUESES) (sequence [j,)2—. ia weak" convergent. 

to. f) MLY 
序列 íz.) HURAE] s.(sequençe (s. 3g. converges weakly to 

x.) I17.7 
完全 有 序 的 (totally ordered) L1 
S64 RS (totally bounded) L6 
完备 化 《completionmy L5 
完备 的 【complete) L5 
WA Gpasnaed) L2 
局 部 是 的 Clocslly conver) [mee 
BERN {locally compact) 附录 

A š 
范 数 (norm) L7 
. 287 = 


emus —Y|Xs YH y t 


范 数 l: J m= d. |, Cnorm| e Ñ, is stránger than ñ< (ly 
直接 和 (direct sum) - 


拓扑 (topology) 


拓扑 互补 学 空间 (topological complementary subspace) 
拓扑 补 《topological complement) 
SRAFZEIR) Ctopological space) 

图 形 (graph) 

BB 598E 3 (canonical mapping) 

和 (sum) 

所 有 序列 空间 (space of ali sreawences) 
AAAA E (unilateral shift operator) 
单 射 的 Ciniective) 

Z= L*(apaca Lh 

空间 (apace i?) 

sS bk (domain) 

PECARI (linearly independent) 
HEZA (linear functional) 
HEH (linear combination) 

线性 空间 (linear space) 

#REE4E2 SAU (linear dependent) 
MOUEWUE (linear manifold) 

组 性 距离 空间 (linear metric space) 
EEEa (linear mormed space) 
EHER T (linett operator) 

HE (linear variety) 

限制 (restriction) 


. A 画 
标 苦 值 谱 测 席 (acalar spectral measure) 
指标 (index) 
指标 定理 (inder theorem) 

点 (point) 


ARE (point spectrum) 
ESRT (identity operatot) 
XKiRPR (mulciindex) 


HL i 


1V.2 


TV.2 


IT1.3 


.TIl.4 


IV.1 


II1.2 


选 怪 公理 《axiom of choice) 

保 范 算 子 《operatof preserving norm) 

a Mft (rapidly decreasing function) 

28 ARA] (space of rapidly devreasing functions) 
EET (inverse operator) 


十 S 


Xj (proper) 

Hirt (commutant) 

«Em (eompact) 

Wi z:[B] (compact space) 

KR (compact set) 

R (compset operator) 

特征 元 (eigenvector) 

特征 值 (eigenvalue) 

IÑ xA (range) I 

JÆ (proiection) - 
HEE (projection theorem) 
部 分 有 序 航 (Cpartially ordered) 

JPR (weakly open set) —— 
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